


建模 > 求解 , 给出结论

期末 50 % 期中 30 % 作业等平时总

⿎⽚⼒互相交流讨论

及时解决问题

{ ) 复变函数

Z = xtiy激数 i
' =

- 1
,

i
3
: - i

,

iG : 1

2
,

= λ , + i ψ,
,

E 2
: Xatiyz ' z , zz = x " xr - g , Y( ) + i ( XYz + xay , )

复数的表示

1代数表示 E : xtiy

2 尖量表示 ny

, cxm "⼼和(

λ G ,
gqpz 3

: E ,
→ a :

ay
x

3 极坐标表示 β
n
它 LBcese .

β sin φ 」

定义 ; ψ 为正的辐⻆ .

记为 ψ= Arg ( Z )

E : β aie : β cosptisind )
1 Ψ

☆ x Arg ( z ) = arg ( I ) + 2 K π

eil = cos φ+ isin φ .

欧拉公式 P = xiey- φ= arctam 步
称 arg & 为 Argz 的主值或⻜的主辐⻆

argZ 介于 0 与 { π 之间 [ 0 , 2 π )

4 测地投影

⽆限平⾯⼋有限球⾯
☆

复数的共轭 复数除法

Z = λ+ iY

Z = Pei φ
, Z

*
: x - ig 在复平⾯内将⻜关于 λ 轴对称1

, z
*
= 0 e

- i 0

,

露 =

* Y . + x 2 Yr () + i ( xay . - x , Y 2 )

XzL + φ z
2

了 : 巨共轭、
= % 品

ei (Ψ - ez
)

i 录 Ψ : ⼀点 。 Ψ+ v ( x ) ψ



多 1
. 2 复变函数

Y = F 1 *MXER
, 区域的两个条件

,
全⽇内点组成

☆ 边界点既不是内点也不是 1点

组成的边界有⽅向~

w = f < z ) ZEB ☆ 为区域 ( 由害数域转为复数域 )

2 具有连通性 闭区域⼆区域⼗边界
= H ( x , Y ) + iV ( a , y )

复变函数举例 ; 由欧拉公式 Git = cosz + isinz

W = G 0 + G , z + G 2 Z ^+ … + Gn ☆
(

)

sin { =

eit - eiz Z : xtiy SinZ+ Co 之1

( 2 ) 有理式 ⼩ i

:什 0 + a 1 Ʃ+ … +☆mbotb
, z + … + bm

☆
" )w CosE = zeizte

- iz

it :

i

☆

simvixsiil: whhnxihpheir
: corsodel .

i , "
hno"

sin Ʃ ) ∞

M ? 有⽆限多个值
( 3 )

K
|< z - ☆ 0 )

Z - z 0 = Peie =β ei
( ψ+ cn π )

R

K | z - z 0 = β(
↑ ai <π

l
+ k

^π

) 有多个可能值 :Uos ⻜ chy chy :
e
" teyβ
2

{ E =
- sinx shy shy : ze

"
- a
”

{ 13 复变函数的导数

f " ( i )=
li

0 ↑ 1 z +← z
) -

☆ Z = λ tiy 则有 CZ = < x + ioy

= lim δ ( ztox ) - fiz )
= li
☆
yo0

fizxiooy fz )

必要条件CX -30 上 X

Cy = 0

f ( λ ) = d ( x , φ 1 + iV ( x . φ )

上述必要条件变为
lim d ( x + ox

, Y ) + iV ( x + ox , φ )
- ⽐ ( x , φ ) - iv ( x , y )

不满⾜充分性的⾃例

筏。

< x f ( ⾄ 1 = 1 ky

在 10 . 01 处不可导
H ( x , Y +< y ) + iv < x , g +← y ) } - U / x , ☆ ) - iv ( x

,y )

⼆器
。

icy
尽管满⾜ C⼀及条件

化简得 :装贺莉萧 。

同以乘 ( 要变号 )

实虚部分别相等应胡 柯⻄黎曼⽅程 复变函数可导的必要条件

π☆丝
☆= Beio

f ( i ) = U ( 0 , φ ) + ir ( β , ψ )

上述必要条件 lim Z lim

∠ 「 > 0 σβ= 0

< 4 = 0 0 φ→ 0

计算得 :

fo

⼩ 4

{燊苦
,

函数⼩ ( 起 )可导的充要条件⾔
f ( z ) 编导数装符背莉都存在⽬连续. 并且满⾜ C - R ⽅程



多 1 . 4 解析函数

若 ( 记 )在点。 是其邻域上处名可导 ,
则称 f ☆ ) 在 。点解析

⼜苦⼩ ( 它 ) 在区域 B 上每⼀点都解析 、 则称 f ( ) 景区域 B上的解析函数区域中的点必须都有邻域

解析函数的性质“⾔

1
.

若 f ( Z ) = a + iv 在 B 上⻆晰 , 则 H ( x , H ) =Ʃ , 与 V ( x 、 Y ) = G 已知 u ( x , y > 求 f 1 ☆ ) ☆

是 B 上的两组正交曲线族 ( ( , ( z 为常数 } 等 u 线与等 V 线正交
du = 炎 dxt 萧 dy

证明 : ⼭⼆背⽐ + gey
”

梯度正欧即法向量正党
⼆⼀ ydx + 装 dy v

ε

R ⽅程优换

?

V = 哦 eit 莉 ey 得证
V ( x , 以 ) : = 1 do

H o ÷ 装背 + 背萧⼆ 0

τ

由 C - R ⽅程

( 淡…
: ⼀炎

代换 例 I
,

U 〈 X , y ) = x
=
- y

3

⼩ y

⼯
、

若则 V均为防上的调和函数函数51 = k + iV 在区域 B 上解析
,

例 2
,

V ( xg ) = { - x + lxityz
oui 0 , 淼⼗筑 “

… 啾⼗ ☆∵ 0

x = Pcos φ

g: osin ψ 3 E : Pet φ
Δ V = Q

共轭调和函数( )

存在 “ 阶连续编异数
.

且满⾜普拉斯⾼程 ( H = 0 r ( e, φ ) = 1 - βos φ t β = β ( - cosφ / ) = 1 I βsin
=

了 , 已知⽐可求 V
, U .

V 相互关联
du = 背 dβ+ 筛 dp 优换的背 d β - β 和 d φ

已知下 , 可求 u

=0

'
120 Ʃ cos ƩΨ dP - β 之后的必sin :

9

: la β Gos 4 d β -
12 i sin ① d ψ . 还要积分得uixy

再积分得到 f ( Z |= ( 2 & )
经 L

注意整理由全微分求原函数的多种⽅法



多 1 . 分平⾯标量场 Ʃ ”
: ⼀⼭由标量分布转为⽮量分布

三雎问题变为⼆维
, 是⼀种近似

电场 E
'

… u
f 1 ☆ ) = utiv

峰 「 E , ds
'

的分解

, E = PE020 ( ⽆电荷范围了
电⼒线 ( 等化线 、 ⽮量 )

》
=
- ( xe + jey ) ds CosDextsin θ eg ) 替换

cu = 0
G

电等通量线等线
,

标量 ) ☆
巩

才满⾜解数要求所函 倒题 sicni-
ag"c 州炎
“州川 …

…”
,

'

:
- k 川热传导公式

=
- 1 ndu

热流与等温线

倒题 : 电⼒线为抛物线族 y
2
: C

2

+α ( x ( a > 0 )求等势线某

认真复习例题
由题解得 ( = - x + 1 x 2

t定义为上常数的地为 onst ,

V ( x , Y ) = F ( -x + 1 x <+ψ " ) = Fit ) V ( ☆ Y ) 必须为调和函数 !

与 0 ] 21

ax
^

⼗

24
⼆ 0 应满⾜

筋 = ⻢ ( ) 毙

: F
"

( t , 我炎 +下⼼哦淼 同理可得淼
优⼊拉普拉斯程得⿏: 头

6 H : 0
,

dF

毙 :
⼀ - ztdt

d ( nF
'

( t ) = d (
-Ʃ 1 nt )

= dlnt
"

1 )

积分得 F ' ( t ) = C

.F
,

再积分次得 F ( t ) = C , F + Ec

∴
,

V : F ( t ) = C 1 E + Ca = C , | - λ+ ( x ' ty < tCa

⼜有 H = ε 则 RP ☆+ Cs

: 等势线为 6 . R 0Os +☆= const
,

即 y
2
: ( - Ʃ ( x < ( 30 )

多 1 . 6 多值函数

对于多值函数 ω= f ( Za ,若之绕某点呼后才回到起点诞若不回到起点 ,则为⽆穷阶点 」绕某点转⼀圈不在超点则称多值函数

则称亮点为 fc 3 的 1 阶⽀点

W ( ☆ ) = ( z - Z
0 = 1 Pei 。 W ( z ) = z - a( 1 ( z - b )l

转圈变为 Poeipori π)= di π / poeit 转⼀圈后 ,

nb

=
-| Peeito

,

W ( t ) = PGei φ a + i 2 π Pbei 4b :
转两圈变为 Poei . tciπ : esi π / Poeie .

= ei π / PaeiePheixb。
a ,

= ( Poe 4 。回到原点
此时绕转圈 a,

b
的辐并未增加

则称已 。 是以的⼀阶⾛点 ① 是⽐纪 )的⼀阶⽀点都

若绕圈包含的上等闻于绕⽆穷远处 ,发现⽆穷远是⾛点不

| z - a 多值函数的单值化

黎曼⾯



第⼆章复变函数的积分

多 2 . 1复变函数的积分 例题

Ju flEsdZ = limmaxloa
. ls 0

k= f ( { K ) OEk
I .

= 1
.
, Rezdz I

,

= Jo
, e
, "

… "
xl dxt idy ) t Siiog

"

x ( dxtidy 3

Λ

B Iv = laReZdz =J % xdx + il % dy
≤ 1 ( Eu + in ) ( dxtidy 3 积分线性性

= c ( udx - udy 3 ti ludytudx )
'

.
瓦

)
a

, .( 1 . ( )

= Ʃ ti

92 = dxtidy

Λ

,

么

]

Ie = soo
, e

" " Bldxtida { 3 t loig
"

"

xadhtidy )

( 0 ,0 )

= 0 + | 。 xdx = Ʃ

由于正⼝可知不是癣析函数

复变函数程分⼀般与路径有关

但解析函数与路径⽆关

S 2
. ⼯柯⻄定理

( 1 ) 若 f ( Z ) 是闭单连通区域 B 上的解析函数
,

则有 Pf ( z ) dZ = 0

证明 :

p fiz ) dz = p ludx - vdystiplrdxtudy )

= 」( 灵死
y/

dxdy + il / l ( 炎察 ) dxdy

由解析函数的 C ⼀ R 条件

淼 : 焱 , 符 =
- ⼀炎 : ; Pf ☆ dz = 0

.

( 2 ) 复连通区域上的解析函数构造单连通
“

复连通 ) 单连通

<

⼋( 4 rls
iC ,

P
.
tiz ) dz = Ju tia ) dE t Jiust hi ) dItfis f ( E ) dz +ll 4 fiz ) d

之

vk

“ 0

∴p"ititida = Pio tz 3 dz

P" : f ( a ) dE
=
kin "P

" iufi
) dz

每⼀个奇点都可以⽤⼀段相反路径挖去

S 2
.

3 不定积分

定义 ! F 正了⼆倍 。 《 剪了 d 步 例 :

I = P
,

( z - a )
"

dz 综合得: I =
60

、

a > 。

F ' ( Ʃ ) = f (z ) { o
.

Mse 组 F 1 的函数

前提是积分结果与路径⽆关 n < o 时需要分类
ii π .

n =
- 1

I = Stiz - ai
"

dz: P "
cs

{ z - as
"

di

I = P[ a . z 0 )
"
dz

= 14
.

40 t 2 π

E
" eni φ qeitidy

= {
z π i

,
( 包围正且=

10 .其他情形 . a

= i {
" *

|
4 。

0+ 2π

ei ( n + ) Ψ
d φ ,

以为整数
Z - G =ε ei ψCr :

{ izai
""

ni eiimisedora 即 E
" "

ni elln
+ " φ0

[ eila
+ " r π

- 1 ] = 0

≥ ψ .
⼆ 0

Mf ( = 0



2
. 4柯⻄公式多

f ( a ) =
z π i

-

1
β ad收公式;

证明 : 右边

iia Poa die diei4
条件 ; f ( Z ) 在 B 上解析

= fial zai Pis haie dEei φ

= f ia 3

f ( z ) =
2 πi P 、

+

嘴z
d 些

常⽤结论
求导 :

f
( n

" ( Z ) = 装⼿⼩md 声

应⽤

模数原理设 f ( z ) 在某个闭区域上解析 , 则 f ( z ) 只能在边界上取最左值

µ

由柯⻄公式 : f ( i )[ ]
"

=<aipifs1" zd ∞
证明 ;

设性了在上极左值为 µ
,

, ⼀起极值的⼉的⻓为了
, f ( 2 )2

∴ fizl " ≤ z π ☆ s 旋缩思想

δ

: f ( z ) ≤ M . π" )
n

当 n >∞ 时 , f < z ) ≤ limµ ( π g
)

公
: 州区域中最⼤值⼀定会在边界上 《 内部⾄尔相等 3

h →∞

刘维紫定理 如 f ( 闪在全平⾯上解析
. 并且有界 . 即 + ( Z 3 ≤凡则 f ( a ] 必为常数

证明 ; 对⼩ ( ☆ 〉 应⽤柯⻄公式 、 得 :

f " ( i
) =L π

i i+座 1
d 号

取 ( 为强已为圆⼼半径为限的圆周 ,

| 5 '

☆ 〉 ≤ 2 π , 2 π R : 货
及是⼯任意造定的 ; 不妨当 R , ⼼

则 + sz ) ≤ 0 ∴ f ( i ) ≡ 0

∴ : f ( Ʃ )为常数



第三章复变函数的幂级数展开

f ( z ) = an ( a - zop
…

n = -

∞

P . f ( ☆ ) ↑ Z = a .P ( z - to )
"

dE

=

2 π i a - 1

其他卡个情况积分均为

S 3
.

1 复数级数展开

k : 。

∞

Wa = li
符
∞

k :
↑ Wik =

符
∞ ki

0

Hkt i li
符

∞ 1 k

0

ts
, [ 定义 )

13 复数级数

收敛的充要条件 」 对于 V ε>∞
. 都王 N

.

使得以 > ⼉时
.
cin
↑+

" wk < E ( 其中 p为任意正整数) Cauchy收敛判据(

∴
: 0

"

win '
:
xi
0

lui+ Uk 收象即 c
= n +

"

wk < g绝对收敛 ) ( 模组成的级数收敛了绝对收敛可以换领运算

两个绝对收 ↓ 级数 ai 0

↑

qk = A
.

k :

0

" Pa = B . 则有 ) (: Pi ] = [, i : 的 iP ;= AB

23 复变函数项级数

WK ) W1 K ( E 3

乒 N ε > { 代 ( 23

若 vkin " WK ( Z ) < E Na ( ) 若与⻜联
,

则称为绝对⼀致收敛



{ 3
.

2 幂级数展开
定义 aak ( z - 20 )

)
= ao + a , ( a - z 0 ] + az ( z - 203 + …

2 ) 收敛性 1 ⽐值判别法

若 lim
Gue ( τ - [ 0 }

kt

ks ∞ ax ( z - 80 )
k

= li ∞ ⿏之 E
。 < 1 则数列收效且绝对收称 ,

且⼀致收敛

Gik
Z - Z 0 < lim

a 。
三出收叙半经规定为何 ”

ky ∞

2 - 20 ⼈层绝对⼀致收敛
。

E - 0 ⼆ R 不定之⼀ 0 R 发散收敛圆内绝对致收敛

2 根值判别法

limk
aa ( z 80 }

" 1 规定 Ri ∞|幽则当 。 很时级数绝对⼀致收☆ 品“lianl1 z )
1

Kky ∞

3 引例题

⼗ E ⼗之这⼗ … 的收敛半径 ? 求 1 - 22 + 24 -
6
+ … 收敛半径

解 : Hk = 1 : R =li的州= 1 或者喝⿏ =
1 = E

。

"

- H } <π )
"

: R = 1 E:

=

< 1收敛 | 2 | ( 收敛

∴ : ( E ) < 1 均收 ☆
, 1 凡 ) ≥ 1发散

li
品

∞
10 : E ↑ = 器器 “ 的

4 ) 性质

, 在收敛圆内部绝对且⼀致收敛
、 E

- i 。 ⼈织上是解析函数 eg : 1 -
E

^ t
{
4

… …

= 1 +
l 2 = Wiz) ,

求导
W ' ( z ) = - 2 E + 4

z
* - 625 + 5 l …

s 红 ( E ) =

0
: Gn ( z - Z 0 了

“

⼆孤⼿ “
喝代后 ( 其中 Rc 及了 奇点 z =± i 收敛圆 R =

1

Gk = Ʃ k
/

( - 1 )
k

4 在收敛圆内⽆奇点 ( 边界可能有了 即奇点恰在收敛圆边界上 R = lim 笛 = 1

K > 0

5 求导或积分不改变收敛半径



{ 3
.

3 泰勒级数展开

f ( z ) =
a = 0

"

Qk ( Ʃ - ☆ 0 }
k

E - E 0 C 及区域内解析 ,

定理 : 若 ( )在以已 。为圆⼼的圆 C 内解断 , 则
f ( i ) = 的

。

an ( z - ≥ 0 )
k

其中 da =

z π
i Pcz

,

弯
z "

… "
d φ

s )
=

k: {

"
" (

z 0 )

,

( R ,
为圆 C组内包含⽟的同⼼圆

,

fus )
正

证明 ; f ( Z ) = zii Pipi ↑☆d
φ = zi P( R . ( φ - 201 - ( Z - ☆ 0 )

dS

:
v πi Pan ,

f ( g / dg

19 . 803 < ) -
。

)
。20

毕

:

iπ Pcp
,
∴ ( E

品

.
)

*

,f}. d 9

: zi
[ a :

。

" ( Z - 20
) "

Pn ,

+ ( s ) d 5

- Z 0 )
< e

由于 f
"

( z 0 ) =
απi " ↑} z 0 , m … dg

对⽐后可得 a =↑ 感;

例 : 在 20 = 1 的邻域上将 m吃作级数展开fz 了 : e - 1 )
k - 1

位

fi 1 } = Tn |=π i 注意在复数平⾯ ! 多值函数) R = li品筷⼆ 岰 ( - 1 ]
k

:
1

k + 1

(

1 ) =Ʃ z = 1
= 1f

∴ : ( M Ʃ= Ʃ n π i + ( z - 1
] - ( E -

1

)

" + a ( Ʃ -
1

) 即收敛半径 R = 1

3 !

f
"

1 B =

☆
i

z = 1
= -

1

+ … + ( - 1 }
k

( z - 1 )kk
:

"( !

即展开内窝在才成⽴

f
' n "

( " = - y 3
/

f
"

e " ) : ☆
正 “

…
资 k 1 s !

=mZ 2 nni + 的
(

" )
" k

( z - 1 )
“



,

多 3
. 4 解析延拓

⼋

R

Taylon展开时 fcz )原函数范围较克 , 但展开后函数定义域很⼩ ( 收敛圆内 ) 9 ; ⻚ M 正在 20 ⼆ 1 展开 ㉝ 1 >

原
⼗ 2 ) 在近域上⾁解析

,

下您 ) 在区域 B内解林显; B

现

若 F ( Z ] = f ( Z ) 在 b 上成⽴则称 Fcz ) 为 f ( Z ) 的解析延招
“ 以

F ( ) 在 B 上解晰 , 且在与以有重叠的部分上等司于 f 1 z )

当 B 区域确定
,

对 b 上解析的⼩只解析廷抓得到的 F经唯⼀确定 ( 苦乃不同则不唯⼀

S 3
.

5 洛朗级数展开

f ( E ) =

k : n

∞

U 6 ( E - I 0 )
k 包含员幂次项

收敛 EE 。
< k强域3 ∵au =

2 πi l%
+ }-Iogat , ads /

f

"
谈

原因 , 柯⻄公式要求内部区域解析 。

不⼀定等于 但 CR 区域内通常含有奇点

例 1
.

s

坚在 E 0
= 0 处作洛朗级数展开 。

si { : Ʃ ( Ʃ -s
;

"
+5
!

5 … )

=

∞ ( "
)←品 s ;kio

可去奇点正 ① ( 表达式中⽆体现 , 但收或要去掉 )

R = ∞
2 《 t]

|+ 1

:=∞
可补充为 g ( z ) = {

t ( t ) 凡

…… 11 : 0

收效域为 E -

0<∞<o: gLi ) 为 f ( t ) 的解断诞拓

「

例 2
.

在 Z 0
= 1 的邻域上将 f ( i =(

I - 1 ) ( E - 2 )
作洛朗级数展开

fiz |=
z- i -Ʃ↑希望展开为

∴

aa
( ε - 1 )

← 奇点所在的幂欢为了若
=
…- ( zi + ii,

收领域

10是极正点
~

则乘上 3 次⽅变为 Taylor 级数

称为三次 … 奇点
=

k= , ↑

(

E - 1 )
《

例 3 . 将垃在 20 : 0的邻域展开 例 4
,

⻓三
( 证 )

P

在 20 ∴ 0 邻域展开

e
☆=

的
.

∞

1 a! ( i )
k

原式 =

e
☆Ʃ ←☆☆ Bassel函数的⺟函数

, 惨敛域 121 c ∞o

=a : -

s

" k
!

☆

:

ik =

0

c ! ( ☆ z ) " i
: "

" ( -
"

☆ )
<

在内部绝对且⼀致收敛、

临领域创 …

=
mi 。

∴

k
;

(

s) " ( "
> * ( k.

m 3 ! 「

- ☆ )
k · m

Eon

可以探项计算

E : 0 ,为称本性奇点 ⽬标原以 BmEm

+
b : ;

"

[ ( 1 )
"

∴
:

。 ∞ ( -1
↓ ( k + m ) !

( Ʃ )
^+ 2 ^

] E
"

( = k -m )

:

m :
.
n

Jm ( X ) Ʃ
m

其中 Jm ( x ) =

∴
(

- 1 )
"

ki ( k + m >! ( π }
m + ck

Bessel 函数



多 3
.

6 孤⽴奇点的分类

奇点可分为孤奇点⾮孤奇点和 例 :

E- ☆ 有孤⽴奇点 Z : ⻜
。ReZ% 在线上均为奇点 (⾮孤⽴⾮晰-

Λ )
⼀奇点邻域解析

, 可去奇点 ( 展开后流处⽆负幂次项 )

⾏ 2 极点型奇点 ( 贸幂次项有限 )

3 本性奇点 ( ⽆穷员幂次项 )



第章留数定理及其应⽤四

。 其他情况 )

已知 P . ( E - zo )
"

dE = {
r π i ( c 含 20 且 n = - 1 )

S 4. 1 留数定理

⻔留数的定义

tz ) 在区域 B 上解材 (除点 」 、 作沿朗数展开 。 + 以 “ 癌 a 0 zz01
"

取邻增⼩嘤

itaa… a

"⽤桥⻄酸程⼼-

1 " 项的数 q , 为 A ⼼在 0的留数⾏为 perfiz )

因此有 Pct <☆ d ☆= Ʃπ i , Resf 12 × )

) 留数定理

设 f ( 81 在回路 ( 所围区域 B 内除有限 {孤奇点是 , z … 是 m

外解林在区域B 上除不 … 的连续则有 :

P . f ( z ) dE = 2 π ii : ,

"

Resf ( zi ) 回路积分 = 2 π× 回路区域各奇点的留数定和孤主 Resf <∞ ) =
代 ,

因此开穷远点的留数为相反参

全平⾯内各点留数定和为零
引了留数的计算

, 确定 ( 所围区域内的奇点

⼯名奇点在领域内作降朗级数展开确定留数

了顿点型奇点 ( 判断阶数 : 乘上纪 80 张
, 取 Eo 的极限从 。 变为有限值时的 K 即为阶了

f ( z ) , ( a - Zi
)
k = Gk + l , ce ( t - Ei ) + … t Q - 1 ( E - Ei )

k - "

+ …Go ( E - zi )
"
+ …

关注对象
。

先求 1 阶导数 。 再般 Z → i 极限

最后得到 a , :
i 恐
zi( k - 1) ! [ ( t - zi

)

“ fi) ]
"(

针对 K 阶及点 」 对于单极点。 ⽒
,
= l
☆2 。

( E - zi ) f ( ☆ ) 不需要求导

4 ) 举例
sinE

1 + ( z ) :
zc … : fii ) :

cz - t
1

F ( itl

)

SF 21 =

⻜
3

.

和 「 单极点为 Z = 1
.

Z =
-

1 E = 1 为⼆阶极点 sinz = Ʃ -
3 i E

3
+

5 ! 巨
}
+ …

Resfu ) = li
则1

( E - 1 ) f ( E ) = 2 ∴ Resf ( ) = li
☆ 1 ( z .11 ! [ ( E -

1

Ff ( z )
]

' :li} ( ai ) : ⼀年 Res 5201= 0

Resf ( - 1 ) =
☆) ,

( z + 1 ) f ( z ) : - 五
Resf ( - ) ⼆您 ) (了⼆2

出

Resf ( ∞ ) = 0

4 f ( a ) : sina 5 Pal = 1 Ezrezztε dE ( sc )

奇点为 E : 0
,

后
. 2 π ,

… B π 元穷等⼀阶极点

G . 1
: liozi ( kc) [ ( E - Zi

)

* f ( z )
[ k]

求奇点 ii zzt ( : 0 "t = ± 14
- 40虑团路 ) : "吃必⽇路内奇点仅有E ^= -

1 tl …∞

⽬为单极⻝ 不在回路内
ε

之⼀⾄ 2
诱必达

lim
因此lim f ( i ) , ( z - n π } = lim

☆

器

☆
zmπ =

% osna = ( " )
”

∴ Resf ( Ea } = li
]☆ r EZ

2

+ 2 Et ε E - Jz
,
ia + = zli εglr

- ε
z

ZSMTL

i
Resf ( m π ] = ( - 1 )

"

Resf <∞ ) =定 ∴原式 = 2 π i , Resf 1 z " ) = I π i - zc | - ε )|

5 - ε :
=

11 - ε
2



多 4 .

2 应⽤留数定理求实变函数积分
思路 ; 将线段通过映射补曲线变为完整回路 , 利⽤留数定理计算回路积分再返回计算线段积分

如何构造 ?

其中补的曲线要容易计算 : ) 等于 0 ∞ 恰好为所求积分的倍数 , 本身易于计算

的

b

⽅案上 ; Jabfcx 3 dx d : z : eix/β i φ 0 : g
.

φotr π= ⾳
.

v 14 。 条件是代 2 b 之间不能有奇点

G - b

f ( x ) : R ( cosxsinx )形如 β1
π作差有 。

⇒ 若积分区间为 [ o , r )

别显然 β=
1

之 = ixsBe

由公式得⽐ 3 } = zei☆+
ei

"

: Ʃ☆+ i
β

, sinx
=
ziix- ei

0

:

2 i

β - Z
β

Z

代⼊原式计算
,

将积分区间 [ 0 , π ) 变为闭合积分回路

eg . I = l
。

π , tsasxUx、

≤

cos )

=P
1 . 1 = 1 1 tE

-

iz " ii d ☆ 将所有含 x 的壳代换掉 E : eix ⇒ d = iid) i

⼆ 。 积分限是 0 ~π∴ 取 β= 1

l
.

n

Rlcosx ,
siny 〉 dx

是 : eixlB

:Pa 1 = 1 i ( ta "
,

aiz
"
) iz dL 注意 β 取值

⽅案 2 : 3
的 “

fdlx> z 注意前提条件

要求 f ( i ) 在害轴上没有奇点 。 在上半平⾯ 「 或下半平⾯ ) 除了有限个孤⽴奇点外解析 , 且器 f 记 ) ⼀致地趋于 0
,

E = Pei ⽐ CR即取⽆穷⼤圆
则有 P ↑ E ) dE = ipo

{

J .pR + ( x 3 dx +
( cn f ( z ) d }

,

「
E
⼝.

P +∞
. Ef ( ☆ ) → 0 ⼀致趋于 。

= 2 π i
ai

"

Res f ( Ek ) ( 上半平⾯奇点留数之和 )

⼀ ∞

>

卲

例⼯ , J
-

s
"

1 ixs dx

Z

f 1 z) 由⽅案 2

.
= 1 tz 2

zf ( Z ) = 品 li
器

zf ( i ) = ☆∞ 1 + z
2

> 0 前提条件中需要 Ef ( i )
, z ……

1

丽妨考虑上半平⾯ 1 Hzz = 0 ⇒ z =± i
.

上半平⾯奇点为 E= i
即 + ( Z ) 等价于

i + s

( ≤ 70 )

51Hzz dz = fi
的

" ixi dx +Jon ☆

… Z
, 0

= { π i , Resf ( i ) 注意是⼀阶极点
E = Pei

Ψ

若选择下半平⾯积分 , 则最后结果

: 2 π i i筏简 洛必达
1 dt =reieide

: ide
) 还有加上负等 ( I π i的 × 留数定和 )

= 2 ai "

20
= π

l

例 2
. J … itxyudx

1

f ( Ʃ } =
( Z + i )

"
( Ʃ - i )

m

的阶极点 E = ( i ∴Resf ( i )
=
i☆ i ( n-

1代简 czti )[

2 n -11
c - 1 )

n . ( z ""

hnesicmelidsi
)

: tintitxis tx: 2 π i , Restci )

札 ( 2 a . - 2 ] :
=

2
< m …

…

[ ( n - 1 ) ! ]
<



⽅案3 ;
J

。

F ( x ) cosxdx 或了
。

Glxssinxdx

要求 F ( N为偶函数」 G ( x )为奇函数利⽤奇偶性 还要求 F ( E ) 与 G ( Z ) 在 EJ ∞ 时致超于 0 等价于 Ʃ出即可
上式 = Ʃ fi的

∞

F ( x ) osxdx 上式 = Ʃ {∞
G

1 x 1 Simxdx

再利⽤ osx : eixteix
,

siix
:zil
' x
- eix

S:

.

←

F ( x ) cosxdX = 年 f.
∞

FlxseitHx + Ef.
∞

F ( x 3 e
- ixdx

= 率 f .∞∞ F ( x > ei
*

dX + π ( t∞∞ F ( - x > eix dL - x 1 ☆ - x = t 换元与前壳等价

: Ʃ l
-

s∞

F ( x > ei
*

lx

此外
. 了

。

"

E < x ) osmxdX = Ʃ f -h
∞ Flxeimydx J 。

↑

F

( x 1 aosxdx =Ʃ li∞ Fix ) eixdx 利⽤留数定理

」
.

<

x 1 sin =≡ l ∞ ax 1 si )并且mxa 明 mxdx = π
-

Gcz ) eim正在上半平⾯的留数之和
…

的当引理 Jardanslemmasl

f ( z ) 在区域 □ , ≤ argE 1 ≤① 2
.

Rc | z |<∞ 上连续且有极限

li器⼩ cE 了⼀致地趋于 0
. 则 m 20 有 ;

lim f ( Z ) eimEak = 0

R→∞ fck 圆弧 耶模为 R

证明 : Jonf ( zseimadZ ≤ max fl 21 JoceimRrle
. iReiedy

= max | fii 1 | - J 0 .

0

cimRcos 4
to sinemR Rie 要证后⾯积分 part > 0

例⼯
,

了
。

” “

哦 dx

由上可知 fz 1 =
si

登

∴ : G ( Z ) = Ʃ 化为 。
0

↑

Ga ☆ ssinzdi 的形式

☆ … … π

假或
☆
1
。 ☆ “ π " % ↑☆ " “ , ☆ " …☆ 问 ,

=1
a
ciiedi 9 reilid

= i
。

i S π [ 1 rireie + i ( iEeie ) =+ … ] d φ

⼆⼀厄 最后可得了 .

s

☆ dx =≡



例⼯
. 9。 x

=
tacosmxdx 总结 : 1

。

”

cxsinmx =dxif 的 aseimd*xi

实轴上⽆奇点
。

上半平⾯是 : ia 为奇点 ( ⼀阶⼦
π

-

G ( Z ) qimZ 在上半平⾯留数:

F ( i ) =
i 'tal = cz - ialkisial

{
。

∞

F ( x ) ω smxdx = π i
-

F ( q 1 eim
☆

在上半平⾯留数
Res Flia ) = liGia ztia = zia

: 10 Fiz ) coma dt = il
8

" Flz ) eimt u

☆ ke . Fianeint = zid emc ( t = ia )

利⽤已有公式

1 % F ( x ) Cosmx dx =Ʃ l的
"

Fix )endyliewi∴ 原式 =Ʃ× 2 π i × RESF ( Z 1 qimE( ]
π -MG

=

Ia
e

10
∞

G ( x ) sinmxdx = zifin∞ ux ) eim
"

dx

S 4
.

3 计算定积分的补充例题

例题 :

1
.

"

,txx
+ "

dx . { oc α a 1 )

㉘f ( il =
1Hz
*

" 为多值函数 , Z = 0为⽀点积分回路必须绕开割线

|+ Z = 0 ⇒ 奇点 E :
-

1

afitsdz - aniResfi"

= 1
.

fcaIdt t Japfa ) dE t J fca ) dE + Jcaf ( E ) dE
1

⑪ =0

所求⼯

{
,
m 符 dz clo 器怀 ≤ 踏 R > 。

」
,
☆

d☆ ≤ ε *
"

, ε , 2 π = 2 π E
α

3 0 ( E + 0 )

(kf ( z ) d ] 由的 Z 处于下半叶黎曼⾯ ,
故之 : β e河由町

, 由 「 得 2 π i - ei π(

2 - 1 }
= I = Ieiz π ( a - 1 )

: I =
2 π ieiaca "

= Jippeizπ
doeiz

π o+
"

, eizπ iay
)

1 - eiza ( a - )
=

c π i

. e

- i π a
+ ei

π ⼩

= - [
iz * ( a - "
I 下

优

⼼ ciein-
e "

: 磊 定积分最终结果⼀定为害数 . ( 不含了

I = j
。

x* dx

和 F ( z ) dZ = 0 ( 回路⽆奇点了

f ( a ) = 品 ( τ= ( 为奇点⽬在程分路径上 ) 经 0 是⽀点 )

⼆ 0藿: Jq
" s

+<☆ ) dxt fiestxlaxt 1 an
, δ

lE ) dEtfiptiaidz
⼆ 。

4 Jp " fcz ) drtScastaldztlactha )drfisz1 di

其中 」
cn k ε 均为 。

1 - i = { eit s dE : - δ dlei
φ

[ ☆ 30 )

: Jacd fla " dE =
|

a ( 1 - sei ψ
} ⼩

)

< - 8 ) iei
Ψ
d ψ

seiy

= il
.

←

( 1 - sqie ,
a

" d φ = π i

整理得 : π i + I - Ci " 2 I + π ieid
π d

= 0

Jcar fcaldl = 1
.ππ

( eirπ+ bei 4 )
+ "

iseild 4 : π ieiz
π ⼩

- Seip

⽀点旁边⼰的取值要写 ei π ⽽不是 1
,

"

I :
π ic 1 teizπ

a
]

eizaa=
π . cot☆ ]

⼜有了ps fhildZ ={ oPei ☆Jeiπeir π d

0 =
eira1 ∞ ' fux )dxa

lis tuai ds : aiz
π a

J ,sixa ( Ʃ -→ 0
,

δ 50 )

两部分相加为⼀ eizπ∞ . I



I :l
.… 装

, dx . …l ) Λ

=

3 π i

以
f ( z ) =

τ品奇点 1 HeZ
-
0 ⇒ & = ( CkT 1 ) π i ,

( 《 为整数 )
(

( 4
-

π i Lz^

虚轴上有⽆穷多奇点开妨回路只包含 π i ⼀个奇点
,

么 x

⼿ fiaidi : I π i Resf ( π i ]

= I + Sn t ( z ) dt + isf ( z ) d ☆ t
4
f ( z ) d ☆

ei…J
ω

2
+ X

2
dw



第五章傅⾥叶变换

多 51 傅⾥叶级数 ( Fourierseries 了

原有幂毁数展开 : ⼿ ( x 1 =∴ di ( x - xo )
k

dy=

f
[ >

、 × 0 )

k !

> 引⼊傅⾥叶级数
但缺点在于体现不出周期性

,
且取适⽤于间跃函巍

周期函数+ ( x + T ) = f ( x)
,
T 为周期

f ( h ) : ao + 的
"

的 osi
π

xt
;

"

bsini
“

x
… …

f ( x + 2 l ) = f ( x ) 其中 { cosxsim [ x } ( n 为⾃然数 ) 称为展开的基

基都是恰好完备且正交的 「 重要性质了

正究性证明 ; 1 . cosx . cosxdx = 0 .kFns

」
.

sin [ x , sin [ xdx = 0 1 k +)

/< cosx , sinkrxdx =0

求系数 : 1 . i f ( x 1 coskxdx = J . i aocoskxdx + 的
"

an } ios 吃 x cosk☆ dx + 的
b

…
n 」. isin 吧 x .cos ⾖ xdx

=aa |iicos =

krxd × (斯他部分由于正较性都为 0 )

: ak - k π f .k ππ ( co )
y

) ^ dY ( y = x 元
)

= Lak 可得⼉ ,

同理或 bk

最终得到傅⾥叶系数 Diricblet 收敛定理

a 0
=

2[ Ji tcx dx 若函数 f ( x )满⾜条件 ; ( ) 处处连续 , 或在每个周期内只有有限个第⼀类间断点

2 )每个周期内只有有限个极值点
ak = i J

.

i + ( x ) Co { [ xdx
则 f ( x )展开的级数收敛 。 ( 但未必收敛于 f ( x }

Bc≡ i Ji f < xssink [ x dx
( 连续点 1f ( }

且级数和 : “ { Ʃ [ f ( x - 01 tf ( x + o ) ( 间断点了

x≤七
,

:
l 求 fx ) 傅⾥叶展开

,

例卫 ; a 0
=

B π 1 -ππ fhx ) dx = 3 π
J. π - 11 dx t 3 π

{

。 π

dx ⼆亏例 tx ) = { 得 x =tixeay
GK =

3π 1- π0 s 张 xdxt
3

π
/

。

πws 可 xdy个 f ( x
) T : π

δ ( x ) 为奇函数 ∴ ac = 0
,

a 0 =

i { .ixdx = 0

∵
⼀

bk = i fi xsin 听 xdx
= π - ak sin 3

k
x ) 品 +

3 π ( aksin 《x )
。

π

= K

π ( i x . dc. s [ x )
=

K π 〈 sin 34
kπ

、 sin 可顷 ) 开

>×
3 π

:
k

"
管

o

kinkilnh
u

… s < *

( 哑 。
,
, 2 … ): - 所 x .os [xJit π } iwsrxdx { -

= π ( - 13
*

-

∴ f ( x ) = 的 ( 1
) ↑

* K π sin [ x

复数形式的傅⽴叶级数
fcx 5 :

n :
in " Cn ( cos [ x + isin 吧 x 了

5 ( x ) =

k =
-
s

6 ea
i 九
“

可得Go =
l 0 , an :

En + Em '
t

.

bu :
ta - ci

*

2
Z

正交性 : J .

ieix i
[

Pdx = 2 { 8 a , m : {
21

,

k = n

Enei 吃 X

+ C - me

- i

吃 X

= 2 Re ( cnei
唔 x

). e
。

.

炒系数: l . i thx ) iet ☆

xdx =∴ cngi 啦xe , e

-

i
☆

Xdx = ni∞ CazlSu . d
= 2 l Ca : 2 | Cal sos (

a ^ Y + arqC ]

Ca = i fi thxs ,
ei π Pax

Cn * =
nC



S 5
.

2 傅⾥叶积分与傅⾥叶变换

f 1 x ) = f ( x + a ( ) ∞ aducos ω x = li 器在Lifif 步了 aosw 步代步了 coswx ⽤周期函数

fux : h + 彦 a . o [ xT ighMI ☆futnilhocwotib. sinwny '

w : wnwa " :
i "

= 器 w
π 芝 」 fc 步了 cos ω g 代步 - coswX

表示⾮周期函数

rdw ⼼的幽数定名为约 ( ω 1

: 元 .
1

o Aiu )coswsdw

1 , ∞ 时 , ⽐ 30 同理可得 : ftM = J :
"

↑ E wg coswxdw t J
。

"

BCne ) sinuxdw
,

傅⾥叶积分)

可以利⽤积分的定义来表达求和 其中 A ( ω 1 = 1 … “ ⽔号 scosud紫元 f ( x ) > A ( ω )
,

B ( ω )

“

互为逆变换

B ( ω ) = l . 的 " f { } sia ω gdg , 傅⾥叶变换π

倒题 ;

an
f ( x )

偶函数 例 2 :

f ( t ) =

,
单胸冲 (

” … … …

箭 A的喂⼉竖⼀
,

7 答求

↑ ⼼的傅照“

⼀TT

f ( x ) 为奇迹数 ∴ Alu } = 0

BCu 」 :0 偶函数
B < u ) = 元 {的

∞

f < 号 ) sinu 华 ☆ 紫

约 1 u ) = 元(
的

∞ 5 ( 号 )cosw 步 d 号⼆元
1

.

Thos 化号 d 号
你 sinusinudttot

、

积化和差
∴ A ( ω ) = ⿏ sinWT

: π
1。<
i

… … …… ……l

Alu) 图象 :

0

: 元ATSinnw
… ω 。”

' 00

… …⼼ sinCutose ) ⼉☆ω+
o 。

了 us
Λ

Λ
ω 。 < 1 + 讼 ,

π

。

√点
=

2 A

☆( e ' ui " ) sim ( N 。 皆
。
)

Δ

Wo

复数形式的 Fourier 变换

f ( x ) =
1 k π

f

.
"

1 rcwieim 'du ( 傅⾥叶积为了 则有 f ( x ) =
L π |.

的

∞
(

.
∞

f ( s ) e
- in 岁 eiwxd 号 d ω

其中 5 ( ω ) = iz π |的
→

f [ 岁 1 tiu
*
d 号 ( 傅⾥叶变探1

:
z π l-

s

∞ f ( 岁 )
f.

的

" , eiw < x - 岁

)dwd 岁

不妨计为 S ( x 岁 ) = {
0 . ×

奸景
∞

x =号

π

= {
x

*

^ g ( x 步 ) d岁的
“

多⼭步 3 do

= f 1 x 3

为保证等式成⽴ : 定义f
的

qiw ( x - ☆ '
du = zag ( x些有

基本性质 f ( x ) 为原函数 . F ( ω ) 为像函数

1 导数定理
- ( x ) > F ( ω )( 例题 : y

"

( x ) +ω 0

=

y ( x ) = 0 求 φ ( x)

⾜ tk] ( 三流 J … fxieiidx = F ( w )趴
F { y ( x ) = F ( ω )

F ( f ( x ) = π f-i
…∞

f
'

( x ) e imxdx 则有⼀ U
2

F ( e ) + wo
'

F ( ω ) = 0

( W
=
- ω 02 ) F ( ω>= 0

= ⾠ J…
∞

e
iu ∞

d { f ( x ) )
应有 F ( u ) = AS ( w - wo ) + ( ω+ wo ) EwF ± w 0 时 Flw 1 均为 0 )3 S

= π flxle
- iwx t ∞

-

K πJi的
∞

fexlde
- iwx

计 ( x 1 = π J
∞

eiwxg ( ω - ω . ) dw t 晨 fi
∞

eiut δ 1 r + wo ) dw
∞

=

πiw fi的
∞

ftx e
-

iwxdx
=Aeiuo ☆

+ 13 e
- iwex

由此得到 Fitx ) =iu F < fcx ) =( Sin wnt ← BG☆ swn ⻜
.

F ( f
τ "

( x 1 ) = { iw )
"

F ( f ( ☆ ]

对⼀个函数的运作所等位于像函数以⽐数乘
2 ~ 6 定理



补充上⻚定理
2 积分定理

F [ S ( x ) f ( ☆ ] ① 岁 ] = ih F [ f ( x " ] = ik F ( ω )
对⼀个函数的优积分作下等价于像函数除以 iW

少相似性定理

F [ f ( ax ) ] =π F ( 出了注意 a 的位置
,

4 延定理

Ftf ( x - x 0 ) ] = C
- i ω 0

F ( ω )

5 倍移定理

F [ e
iwo

f ( 1 ] = f ( w - ( ω 0 )

6 卷程定理 :

若 F ( f ) = F , ( u 」
.

F [ f : < x ]
π

「 Frc ω )

则 F [ f , ( x ) fr [ x 1 ] = 2π F . [ W」 + 2 π Fz ( ☆ ]
,

其中 {i ( x ) , fa ( x ☆= f

-
的

∞
f

, ( 号 ) 「 2 ( x - 步 ) d 点. 称为 ↓ . ( x ) 与 fz ( x 3 的卷积

三维空间

f ( " ) = f ( x
, φ ,

E ] =

( z π )
sn f// eik" " d

3kF ( )

=

K) sin
I .n

∞

dkx l
-

is ∞ dlayl
.

∞ dkz F (
kx
,
ky
, Kz )

ei {kxX +1
ky } + Ikz , E )

F ( f ( → 3 } =

z π ) sin
」 |/+ ( t ^ ) e

-

ikn ^
d

3 h
→



多 5 多 g 函数

1 ) 引⼊ { 函数

δ ( x ) : {
∞ “

∴ × F 0

并且 {的
∞

s ( x 1 dx : J
。

"

{ ( x ) dx = 1
.

这样的函数定义为 δ 函数
.

本质上是理想模型

δ ( x ) 的量纲 [ δ { x ) ] 为
[ D

2 ) 性质

1 偶函数 g ( X1 =δ s - x 1 5 ( - x ) =

-

δ
'

( ☆ )

之阶⽣函数

|的 δ ( x - x 0 ) dx = {
.

xd

… xax 。

= H ( X - 0 )

则有 H
'

( x * 0 } = S ( x - 40 ) H < B - 加 ) 称为阶跃函数

3 挑选性

J
.

"

f ( x ) s ( x - x 0 ) = Jaf
(

x >δ ( x - xo 3 dxk+ lx 00
"

f ( x ) b < x - * ) dx + {
xo
+ f ( x ) g ( x - xo 1 dx

= f ( x 0 ) { x0
X 0

+ S ( x - 0 ) dx

= + ( 0 ) f ( x ) 乘上 δ ( X - X 03 后积分被挑造
,

只留下 f 。 xo )

4

δ ( φ ( x ) ) = {
品 , φ ( x ) =

0 Ψ ( x 3 t 0

Jabg ( φ ( x 1 ) de ( x ) = 即 { a
"

4

' ( x ) δ ( 4 ( xn ) dx = 1

若 Ψ ( X ) = 0 只有单根

δ ( 4 ( x 1 ) =

q =

,

" Ca δ ( x - Xa ) 其中 Ca=Jxaqt
{
δ { φ ( x ) ) dx

Xk 是 φ ( x ) = 0 的第 k 个根

Ca = fe
( xa +ε )

s ( 4 ( x )
dH

(
x ,

=
4

' cxldx

<
0

4 ( Rk - E 3

δ ( x ^ )
=

炎 ( 看量纲 )
,

,

若
ψ

' ( xa | 3 0
. 则 Ca :

φ
'

( λ k )

综上 , Ck =

14 '

( xiu

州

若 φ ( xk ) < o
. 则 Ch = -

p 'cxkg
与 ( φ ( x 1 ) =

a : i

↑

[ k δ ( x - xk )

33 δ ( x ) 的傅⾥叶变换

f ( x ) =

Eπ f.
∞

F ( u ) eiwxdw

F ( u ) =

1 kπ i的
∞

fix ) e

- iwxdx

δ ( x 1 =
12π f-

∞

Ccw ) eiuxdw

C ( w ) = i 2 < { .∞ g ( x ) e
- iuxd λ = 吨 ( 挑造性了

因此 δ ( ☆ ) =

d π f
的

eiwxdw

: lim
2 π J

-

R eiwx dw =
2 π lit

∞

ei - e
-ixRxr

:

x π li
…sin kx访

R →∞

R

。 π器嘴等价 : 品 π
) ∞

" x 1 = l 。

iπ J
.∴ ehi

" ' "
dwt )。 eocir "'de

f "
p

, d sigt six)
δ { X } =

: 符
。

→
π 品 +xr = {

0 ,

x
8 , x
:0 解释了 δ ( x )⾼定义取值并且有了 aπ× }

,
acboa

30 或 bso



4 ) 多维空间的 δ 函数

δ cr ) = {… ∵ * 0

则有 「1 / s ( π ) d
3 ↑= 1

δ ( r
'

) = 8 ( X 3 S ( 以 ) δ ( ☆ ) 直⻆坐标系下了

柱坐标索下 d 35 = rdrdzd φ / .
"

rdrf∞dz / 。
π

d

Ψδ ( r ^ ] = 1

与 ( ^ - r} =π g ( r - 10 ) S ( E - 20 ] δ ( Ψ - 40 )

球坐标系志 d 3 p = r
" drsinod θ d φ

δ ( ↑ - r %
)

= i
=
' sino δ ( r - ro ) δ ( θ - Oo ] δ ( ψ~ 40 ) 不要漏掉坐标系变换的

“

系数
”

53 例题

[ - 品 ]
2

+ U ( + ) ) 4 = i 4

定态⼀维 ⽤傅⾥时变换求解定态⼀维薛定⽅程

[ - ☆☆+ V ( x ) } ψ= E ψ

( x ) = - re 8 c *l

⽅程化为⼀品 ψ
"

( x 1
- os " ) ψ ( x ) = E ψ ( x

)

ψ "
-

u =ψ : 0ixFo
)Wi ” =

-

皆

ψ+ = H

+

e

- = "

+ B
+ eix ( x >0

ψ
:

A - e
- wix

+ 3 eWE
*

cxcx3

保证连续性 , 需有约⼆份

∴ ψ< x ) = A
+

e
wil 1



第六章拉普拉斯变换

回顾 .
Fourier Tramsformatien

F ( ω ) =

jz π {
.

的
∞

fcx ) e
- i ω
xdw ≡ Fef ( x ) ] Fourier 变换积分微⽅程 、

FT .

F ( ω 1

代数或低阶散分⽅程

<flx ),
F
"

( FCus ]

f ix 3 =

1 i π f.∞
F

( w ) e iwxdx ≡ F "
(

F ( a ' ) Fourier 积分

拉普拉斯变换 《⻔⼉义

φ ( P 1 = J
。

∞ψ ( t ) ε

- Ptdt ≡ ⽀ [ ψ ( t }
IT 2 O 开始, 是区域半 必须保 :证 φ ( t ) e

- Pt

本身收敛

简记 ;

φ et 1
"

.

ecp ) 也可写为 Ψ ( P ) = { [ (
φ ( t ) ]

原函数 像函数, φ ( t ) = {
"

( Ψ< B ) )

例题 : ⽣ [ 17 = { [ H ( t 1 ) φ [ t
"

] = 1
。

*

+
"

, ePtdt 要求 ReP > 0 Ite
'

t } =
%

estePtdt

规定 H ( t ) = {
, τ

00和 。

=
- p 1

.

t

"
…

d ( ePt )
iReps要求

p -s

∴ f τ 1 ) = 1
。

"

, e
- Ptdt

=
… p , t

"

e- t
(

)

。 + p
」

。

e
" t

, d ( t
"

)
{ [ e

'

tt " ] = { 。 t
"

ε

- ( ps ) tdt
1

= 0

n !
=

- pl
。

1

, ( - P ) EPtdt
= 万 S

。

"

mt
^ …

! e

-

Pidt
利⽤递推规律

=
( 3 - s )

a +

“
⼀petl )

。

”

: 万和 ( tm
"

] =

p
,

p

"

h [ t
" s

] … =

p
"fi )

=
pnu

!

⼆万 要求 ReP 了 。

23 拉普拉斯变换性质

1 线性性 ; 在 [ C
. ε ,

( t ) + [ =φ< ( t ) ] = C , f [ φ , ( t 1 ] + CzL [ Gz ( t ) ]

eg
; sin ut = Li L eiut - c

- iut

] 同理⽀ [ Cosut ]∴ wz
L [ sim ω t ) = zi L [ eiwt ] - ii L [ q

- imi

」

实际是
: Li I p -iu -

ptiuJinwtHits
=%tu

2 导数定理 每繁求⼀次导会多出⼀项

8 [
d

☆ ) = 1
。

d

⿏e "tdt f [ ψ
"

( t ) | = - 4
'

( 0 ) + P { [ Ψ ( t ) ]

=」
。

"

☆
Pt

d [ ψ ( i ]
=BE 率 (P > - P 401 - 410 )

= e
-Ptert (

/ -

。

" -
1

.

+ petlePtdt 纳归法 : ⽣ [ 4
i > '

( t 1 ] = β
"

I [ Ψ ( t ) - pn
"

ψ ( o ) - pn
"

p
'

1 o ) … … - qen " . 01

=φ ( 01 + pf [ 4 ( t)

记忆⽅法 : P 的幂欢与计以阶数和为 n 1

, 积分定理 积分的 LaplaeTrans , 会多⼀个乃系数 且 I [ φ ( ε 1 ] 视为 - 1 沉 , 从 P
"

⽀ [ φ 1 t ) ] 开始

￡ [ 」
。

“

φ 1 t ) dt )

ψ
/ ⼼

由毗得装=φ ⾬边作⼈ T 变换 :

. [
d ☆
t ] = I [ Ψ t ) ]

= PI [ ψ( ) - ψ ( 0 ) ( 导数定理)
L

= 0

∴ 求 [ ψ ( t 1 ] = 或使 [ ψ ( t 1
] 即过 [

1

。

t Ψ t ) dt ] = p { [ φ ( ) )

倒题 : AY
"

( x >+ Bj ( x ) + cy ( x ) = f < x )

两边都做 (下变换

左边 = A ( P
" φ ( p

-

p 4 < o - Y ' ( 01 ) + B ( pj ( p

- y < e ) + ( Y ( p )

右边 : f ( p )

整理得 Y ( P > [ APP-A ☆ P + l ] : f ( P 1 + A [ P 401 + ) ' 60 ] - BY % ) 有边知 , 求⽕ P 3

求出 YiP > 即为与 it ( ☆ ] 逆变换 y ( 《 =
f

" IY (
]

P



什 {Tt Ψ ( t 1 ] = 」
。

^

t φ ( t ) e
-

ptdt

过 [ Ψ ( t 1 ] = J
。

"

4 ( t ) e
- Bt

dt

= 4 、 P )

边求导有 : 」 。
8

tG ( t ) i - PEut : -
d 即即⼦ [ t φ " 1 ] : - d哔街结论: S 「 t ^φ

t

) ] = ( - 1 ↑~
d “

符。

已知 f [ "
]
:pidite

(
^ ) =

⼀ p ( psl : cpu可得 :

L [ x
^

y
"

( x1 ] : p ⼤ [
Y

" ( x )
I [ i

^ est ) = ( - 1
)

” I [ est ]
!

: pp ( p =
y "

(

p ) + 4 Bj ' ( P 1 + 2 Y , P ) ]

= ( - 1 }
n +"

( p· - s )
n +

= p
(
apY ( P ) + p =

y '
"

( p " )

=2 Y ( P >+ py ( B ) +EB
= y

"

in

7

5 相似性定理

fiatl
.

π fi 号了

还有三⼤重要定理 ( 位移定理
、 延迟定理 、 卷积定理了⻅下⻚



{ 6
.

2 Laplace 变换的反演 ( 逆变换了

φ (3 / 3 p ( t )

常⽤结论了
ω

pnn "" t
"

PReur -
sinut pazi shut :tietie ⽀ [ t

" est ] = ps, m +

β

p - s( )
na " fnit

"

est
p
'
+ u
! cosut

P

座。 w
…

…

chort = zeuttatw

品tbptl f4
acb '

e
号atsinLa

4ac- b

^
t 配⽅利⽤ ;

例题 ; ψ ( p ) =

P
3
+ 2 (β

)

. 9 p + 36
求原函数

,

f [ pct ω
rw j = sinurt P

4
- 与

1

⼩ P + 号

辅助定理》

并且使⽤位移定理
φ ( P ) =

可
gP +β

+

p
=

tg

B Ʃ PP
L [ 4 ( t 1 ] = 4 () 延迟定理 像加原减

“

P - 3

A
+

B + 3
+
r≥ - 9

+
. P

2

+ G
[
- τ P ψ ( p )

,

~

Ψ i ( t - τ )必须 ts τ

另⼀边乘 e
- t : He

3 t
+ Be

' 3 t +③ sinst + 1B cosst

J
:

4

( t - τ ) e 'tdt =
{

.

φ ( t - τ ) e

- p 1 t - τ )

e

- PTd ( t - [ 」

像函数多⼀个 e

- IP

=C
- P [

, ψ ( B )

≥ ψ ( t - τ s (5 ( t - τ )
原函数七⼨变为七 - [ 注意与傅⾥叶变换的性质区分 π( )

位移定理 4 ( p + ns e
^ s

4it 像函数 P 变为 pt

⼊原函数多⼀个e
- " t

了常⽤于整体代换

卷积定理 φ .
( ") φ I (P 1

%

φ

, (
t ) φ - . ( ε - τ ) d τ Li 」

。

4

, c ) φ= ct - τ , di ] = 1
。
%eyszct- r ) diePtdt证明

=

1 。
“

4

, 1 t - τ ) ΨK ( τ / d [
=S pc τ , leact - rf

- r -ptdidl
。[

τ= E

= 令 1 - [ = {
1

.

↑ 0 , ( t )
(

。

" 2 [ 号 ) e
- P < 号 x [ ”

d 号 ☆ T

例题 : 求
e
- ap

PCBtb )
的原函数,

" = S
.

*

e ,
( τ ] , e

- P [
, φI ( P ) d τ

已知 p ! ( H ( t " )
i

= φi ( p ) , φZ ( P }

e
- Pτψ ( p }

,

φ ( t - τ )

则有 e
⼀ 2 邓

p ; H < t - α )

⼜有
p + B

.

「

e
-

bt

H ( 」 为阶跃函数

由卷积定理 .原式 ÷
1

。

H ( t - α> e
" “ τ "

d τ ( je
- b ( t - ^ "

d τ = e
- l -

5 eiD
=δ [ 1 - e < a

- t 1
] H < t - 2 ) 规定范围

, 不要漏掉

黎曼梅林反演公式

4 ( t )
=

I ππ ]
,
ePt ψ ip > dp ( P 为复数了 ⼊

Inptinx

ReP 3 α 才能保证 Ψ ( t )

⼀ Pt
可积e

φ ( p }

= -2 π i
%

Ψ- p dg

n

RrP , 2R →∞ 时

Yup
1 : znii kintir 淼 ns

r πi 6
g
筛 a 9

sReP

由于 P - 号 。

⼀ t
= 0

∴ ; φ ( t )
= zπ☆

(

⼜☆ i
的
{ 紫
5 必参了代岁记住结论会使⽤即可 σ - [ ∞) ,

倒题: 求 p 的原函数⽠ 3

iip 厅 ePtdp : zniJs ☆ e " tdp t S on
,

tupldbtup
)

futlp 1 dpt ( orf lp ) dp t Jar t " p
" dp tfcp. tip ) alp

lp
,

.

- π
i Ss lpePidp :0 [ 柯⻄定理

。

⽆奇点了

P = 0
,
∞ 为⽀点 (

红
Λ Im | zti ∞

积分路径管
“

⼋

⽬有 carln .

Ca 的积 [ 为0

iwnilkpeptdp= - i

. I pciaei
' " drei

π
P :

fei π:

- aifis i %o "
o

0 - iai )
o皆 *
d…

绕开割线 “

B
( ≤

7
及 eP .

CKc
σ - i ☆ = π 1

.

: 器 a 0

令 ① : X “ 元 (
. …

e

*
“1

d [ x
^

}
x

关键在于合理构造回路
Fπ 的 e

-
xdx

=FEπ= 1 at

1



(
通直流 。 阻交流,

mom I
dj
☆ + Rj ( t ) = Eo sincet 利⽤拉普拉斯变换

vjct3 { 求解微分⽅程

电流
,

及
i ( t 1 t = 0

= 5 ce ) = 0

,0
-

k

② 上式两边作 LT I = ⾳ Ji
「

sina τ dle
是 [

J 分部积分
E ( t ) = Eo sinut

由于 L [ ' ( t 1 ] = P (
P

) - φ .
o
) F0被省略i

: 危 { sinare ⼀ 1 % e
是
[ wcosu τd第

: < Pj ( P ) + Ri ( p ) = E 0 +p
⼆危 sinareIi 盲 aosare。 + 彦 1 %

e

号 isinmidi!

卷积⼗公式套⽤
j ( p ) =

E .

ω<<
p + R< ) ( pi+ω 3 ) I

j ( t 1 =, ∵ 」
。

↑

sinao τ

e { ( t - τ )

d τ
; < 外最的⻔ I = 危sinate 是

t _ rucosute 合七
+ 管⽐

=

[ etf % sinwre
是 τ

M τ
可得上 . 代⼊得 j ( t )

,

j ( B ) = E p

+RiipiewrW I

点匙像函数
)

sin 的它像函数

因此或 jip > 的原函数 i ( t ) 可⽤卷积公式

J
.

t

f . , ( τ
)

fu ( t - [ ) dI

拉普拉斯变换求解微分⽅程

1 对⽅程两边施加 ( T ( - 并考虑了初始条件了

2 变挽后⽅程解出像函数

少没演得到原函数即为⽅程的解了



第七章数学物理定解问题

定为 ; 具有确定解的物理问题

需要 : 给出运动规律环境初始状态 要求 : 解必须存在唯⼀ 。 稳定

注定⽅程边界条件 ← 初始条件⼆定解问题
…

定解条件

共性规律⼗个性条件E 了

S 7
. 1 ⽅程的导出

( - 1 均匀弦的微⼩横振动 ( 轻质柔软了

—
— "
x ⽔平⽅向⽆运动 : π Cosa , ⼀

T 后 Gos ⽔ 2 = 0
1

竖直⽅向分析 ; π sina ,
- TE sina 2 = P < x Utt ( x , t ] 2 ( F = ma )

u ( x +< x ] - ⽐ 1 x ) = Cu

Ut < x , t ) =
。

⽐ ( X
,
t + ct ) - d ( x , t )

求偏导的简写
Ʃ x x < t

浆瑟
,

u < x + Cx ,
t )

- d ( xit "
= li .

OU ( xit
Utt ( X , t ) = lits

。

Ht ( x , tTot ) - φ t ( x , t )

< x Cx ± 0
Lx

ct

Z 孤 → 由于 α→ 0 : ( 02 ≈ 1 ) π≈ p) 「
Ea 1 →= MGα x F

假没 α ⻆⾜够⼩ 2 sind ≈ a ≈ tan α=☆ ∴ 「
Hu ( x + ox

,

t )
. TJu (

☆ = 0 <× U ( x , t )tt⼦孔

oH ( x + cx
,

t '

x
,

zux , t )

轻质弦才能忽略重⼒ , 否则需要加上
? 1 Cx

⼊ ] =t ( xt
)表示⼭对求防编导⽐t

Uit - P Hxx -

⑪ Hx = 0 ( β 为与 g 相关的系数 ) 整理得 ; ↓ ☆ : Utt ( xit ) 即 utt ⼀ % = 0dxx

并且还取下于弦放置⽅向 ( 横 、 纵 ) 令 a = p 则⽅程变为 Utt - a = Hxx = 0 f ( x , t ) = Hit- G
=

Uxx

Hti ~ a
<

Uxx = g

若考虑⾼维波动 ;

上⼆下⼀的拉格朗分析法 拓碾 ltttriti - a < u ( t , t ] < f ( r , ε 3

V = T ( ds - dk )

L = { & dx = 」 i β d × Ut
^

- Ʃ 个 dx ( Hx )
β

( 经⼩量分析 ) 波动问题 Utt - aruxx = 0

L ( H
,
Ht , Hx

,
x , t ) 有上两个变量

由欧拉 - 拉格朗⽅程 ( ( ↓ )
+
x ( 了⼀装? 当

变为 β Htt - iHxx = 0 可以通过量纲

即 Htt - a
=

Hxx = 0 ( a = % ) 得到编导对象

lagrange equ atiom of m otion for contid ilous systeam



⼆ 3 杆的纵振动

u ( x , t ) u ( x +x 距离 FI -

Fi = ma
' →

「

↑

S ( x ) s ( s +Ʃ K ] ⾯积
≤ { ( x > Ox β Utt ( x , t )

c
下 , 72 了九

根据占 =σ= Y ☆= 丫毖
xx +5

“

λ+ Ox + H { X +Ʃ X ,
t ]

∴ F = sY Hx { ↑ 为杨⽒模量 )
x + 4 ( x .

ε ) 位置点
代⼊ 1 式得 S ( x +ox ) U × ( x +< x

,

t ) - Y { ( x } U × ( x , t ) = S ( x ) β L × Htt ( x ,
t )

Y; = Y
“

F = sYHx 即
Ps

a ( su "

x
= dtt ( x ,

t )
[

ω L = j
FL

: H 6 t 莎
“

☆ : fixt )⼀ Utz a
= Hx = f ( x , t ) 为受迫纵振动⽅程{

或写成 其中 a =| E% f ( x , t ) = F ( x ,
t ) 0

utt - 哉⽐ * - 品代甾 x = fcxt )

ltt - G
=

Hxx -

a
2

- π Qx = f ( x . t ) 前提 s =约 x
^

a = 1 %( )

( 三 ) 声波⽅程

推导
⽓体运动 , 密度变化 >压强变化

P 1
= Po + Pe < x ,

t )

P 2 = BotPe ( x +Ʃ x ,

t )

声⾳强度 I = 2 el 0g 。 (rer
)

db ( 分⻉ )
建⽴⽅程 : P . S - P= S = P =☆ x . S Htt

即 B ,
- Pz = P . C × . ⽐ tt

Pref = Ix 10
-

bGr
1 o

0
pecxit- petxtox ' t
: ttt

< x

I = 12 e db 时 ⇒ P = { xl 04 Bar 为扰动压强。
左边 : ⼀贺= % ⽔骤 1

: P。 + B (P ) Pe < 《 。 )

β o { xS = ( Pe + Pe 3 ( ix + oalS

P 是 β 的函数 B ( β ] = Po + Pe = f ( Po + e )

∴ Po = ( Pe + pe ) ( 1 + )哦
= P 0 +βel ) + P 。 ux + Pedx

= f ( ? 0 ) ← f
"

( P. ) βe ⼀阶⼩量 太⼩可忽略
7 K3

∴ Be + P 。 Hx = 0

Pe = <β e I< :

dP

品 β= 0 。

β e = - BeJu 代⼊ ①式得不骤 : utt

-
β

G ( x , t )
a ( x +< x

,

t )

x

Po
.

β 。 ,

” ,

ε I 则有最终结果为 U + t - 队⽐ × xx = 0 及 =☆( : “
,

“

)
Bx

←

Htt - a
=

dxx = 0

x 390 ×

β=βo + Pe
,

( 四 ) 电磁波传播⽅程

责克斯⻙⽅程组 「 微分形式了 、

2

∵ rep
1 = ei 灵 tej 剥 ti 灵 ↑

ΛD . [ : ↑/ ε 0

pxE "
:

-就 E 与B
→

关联
=Ci 录⼗ to。 晶 + 叔 管

~ eo

sg1 (I - B
”

: □ = εi 录 tei .☆ 品 tedisin 昆
……;

P × B : doj + r 。 ce 登 球坐标下画圈分析
。 卡

推导

D × ( DRE ] =
- Px ( ☆ 了 两边联⽴得 :

= ⼀灵 ( D × B ] 哦 -

uod。 E =

ε 。 B β + H 。 哦 真空中的电磁波⼀定是横波
: ⼀多录 [ H 0

j + u . ε 。 装 ) 但⾮真空的电磁拢动可能纵波横波都有
若在真空中 : 巨

D × ( BxE] L = D <☆ E 1 - 只 RE ft
=
-

t 0 ε。 E = 0 静电波 B=

=

。P - E0 考虑⼀维情况 :
α^ E

” [ ( x , t )

at
=
r 。
ε 。 = 0

. m p ~ψ + φ ( r / ψ = - ih 背 EIE LNt )CDE ( r , t ) = - noEon pp -

E : t ≡firt,



伍 ) 输运⽅程 ⼼ ?

9
'

= - k 1 u
Δ x

恐 ☆ oxogcz
< Z

cy

1 iy

=

⽐ ( x
,

}
,
[

,
t + ot ) - ψ [ x , y

,
☆

,

t 3 c
x

1 CXCY 《 Z

扩

《

进步分析上式
: ☆ : { < 1 , 69 oE . 9 xletop oyoa t Gnly < X < t - 90 | gToy LXLtt9 zlioxoy -EolztoI tfixiy , a , t ) xcyo 2xoy散

化简得背 = 录 ( 《 ☆ ) + 剥 ( ← 荊 ) + 录 ( 《 烈 ) + f ( x , 的 ,
τ

,

t )

即得程 ;

Ut - B . ( Cu ) = fcn , t )b

若与空间⽆关
,
可写为

Ut - Cu = f <it )》 扩散系数 D 的输运⽅程

及
对于热传导 ☆cPQ ☆ oxcycZ

分析过程同上

热 最后可得 热传导系数YHt- 0 < a = ci f ( r, t )

传
苔温度稳定

导
的 t =

0
la 4 : φ ( ) 泊松⽅程

核反应( 依补充 )

筑 : 装 0 xoyoz = D ( BPU ) < XCYOZ + ( β u ] ∞ xaY <☆

裂 - Bou = B⽐

( 六 ) 稳定场分布

Δ U ( i ) = f ( ' )



⻦了
, 不定解条件

~

.

初始条件

) 初始位移

H ( X ,
ε )

t = 0

= φ ( x )

u ( t ,
t ) t = o = φ ( r )

2 ) 初始速度

Us ( r" , t
1 t =

0 = ψ ( }

⼆
,
边界条件

边界条件需对全时间成⽴

过
x = l- cx 只有 t : 0 可以不考虑

,
「
x = l

卡 >
x ( 交由初始条件了

杆的振动 : Htt - a
=

Uxx = 0

边界条件 : |
x = 0

=01 第⼀类边界条件
热输运断:

0 - F = sox ^ ux …

字些”“{ ( 固定边界条件 ) q = - KDU

对于绝热端墙伴的 。

即 o Ys Hx
x - cl

= Sox β - U ++
x = 1

30

即装⼆ 。 ( 考虑维 )⼀

第⼆类边界条件
,

x : l

∴ Ui
x = (

= o-

Ux |
x = 1

= 0

( ⾃由边界条件 )
考虑流⼊流出 :1

若杆右侧连接弹簧 - B ( Ux = 1
- U 0 ) - Khx x = z - cx

F 弹 =
- K H

x = l

=个 PCxutC 当 Cx → 0 上式 ⇒ 0

. Ku | a : i
- YS Hx ( x = c - ox

= { < x β Htt | x = l
整理得⽐ + ! u( ) x = c

= u 。

0 x → 0 时有
H | x = c + 炎 Hx ( x = 1

= 0

第三类边界条件是⼀ 。 ⼆类条件的组合

即壮鉴以C )
| kt

=
os 第三类⻬次边界条件

例题
⽅为最在绅帐量 。

( 为原⻓ 其中 M 4 - Fx = 1
= M , Ut+| x =h

” … … … … IMV 。

'

= 字 khi
Fl ×= l - ox

= YS Hx | x = l - < x }

出
5 : 0 : x
户初始条件

Mg -

M Utt
x =

1 YS U
× x = 1

= 0

µ

Ut t : 0 = 0 整理得 x +ul ) x = 1
= g 第三类边界条件 )(

H | x = 0

= 0 边界条件

F 1 - Flx = r-xx= (

- = Ps 0 xHt +| x : (
> 0 1 Cx 20 )

三
.

衔接条件

⼼,
⼩

分成两个部分 s 1 s
"

氵
X 0

氵 怯 - G
⽐ x = 0
:

i

GI = GI

I 衾 铁 F = SYHx
□

Ut * -
a ^ dx =
0

s YHx
"

x : i
+ - Y* IHx

[

x = i
- =β s 0 xHt x =

衔接位置HI
x

= x 0 - =①π x = 40
+ ⼸ 多四钥 CX → 0 时上式 → 。

T 《 sa ,
= TR Cosz

T, Sin a + Ta sin az = fit 3

T ( Hx
=

x = x 0
- H ,

*

x = x 0
t ) = f ( t " 4



S 了 .

3 ⾏波法求解波动问题

Utt - alUxx = o Xss < t
∞

Mi az
"

{ Hlt : 0 = φ / x ) vi

3 γ

ψ t | t = 0
= ψ ( x )

> × C 号 )

u ( x ,
t 3 = 《 [ 岁 ) 物理⻆度求解去 : x - it 参 = X - ut

du du
ut =

d岁装 = - U
adg

代⼊波动市程 若单纯从数学⻆度求解

Uit = - V ↓ ( 荊 ) = ⽐以 vcd嘴 … azd嘴⼆ 0 ( - a ^ } H ( x , t 1 = 0

du ∴ γ= : al 即 V : a 或 V =
- G

, 录 a *( 1 ( 录 + a ↓ ) d ( x ,
t ) = 0 不妨作代强ux = 装筋 “

u

以 x 嘴。

H ( λ , t ) = f ( x - at ) + g ( xfat ) 为通解 x = a ( 参 t 川 ) 七累川a
再通过初始条件解出了 , g 的悬体形式 此时新 =

J 北
+ a 众

, 家 =
- ( 晁 a

步程变为淼a = 0 为书写⽅便 , ↓ 让

X : i ( Yty 1 , 5 : ci ( ey )

即步 : X + at . M = x - at登叫 。

先对 } 积分再对参积分得 H = f ( x - aty + G ( x + Gt )

也可写为纠话 , 到 1 = f ( 3 + 9 cy ) 周上

√

接下来分析初始条件 ; f ( i ~ at )
. 则 ( x + at )

U t : 0
= f 1 x 1 + G ( x ) = φ ( x )

Ut t = 0 = { a ” s = x

⼗ 喻 ( a "
y : x

= - a ☆< " + ad筏
= ψ hx )

积分得 - f ( x ) + g ( x ) = d ( -∞ ψ ( x ) d☆+ c

已知有 f ( x 1 + g ( x ) = 11 x1

襟 f ( x |= ƩΨ ( x )
- 2 ☆/ 的 ψ11 号 ☆ 紫

只要知道初始条件 ( 位移速度 」
s 达朗⻉尔公式

{
g ( x ) = zaf- 的 ψ x ) +Ʃ+ i φ ( x )dx

即可解出确定的波函数

∴ ( 《 ( x , t ) = f ( x - at )
+

g / x + at ) 需要不对⼥像替换

= Ʃ 4 ( x - at 5
-iafi

☆at ψ ( φ ) dg + I φ ( xtat ) + ☆ )-
的

tat ψ ( 岁 ] d 号 [ Ʃ抵消了 Ψ ( x )
=
zd

1

. 的 ψ ( 号 ) d
等

= Ʃ [ ψ ( x - at ) +ψ ( x + GE 1 ] +Ʃ aJx -Gt
+ at

《 步 ) 代紫
,

则 H ( x ,
t ) = Ʃ { Ψ ( x

-

at 1 + φ ( x + at )+ ] ( x + Ht ) - [ ( x - at )

U ( x , t 3 = Ʃ [ φ ( x + ats + φ ( x - at ) ] + π (xatat 41 等了 d岁称为达朗⻉尔公式

注意 : 此公式⽅法反适⽤于波动问题

倒是顶

下⾯讨论上述分析能否⽤于半⽆限情形 ① 半开限⻓弦 H | x = 0

= 0 进⾏奇廷拓

⽐
x = 0

=
0 UH (X ,

t ) = U ( - x
,
t ) U ( x , t 3 = Ʃ [ ☆ ( λ - at ) +φ ( aat ) } tiaJx -at

“

ψ 结 )嘴上你

Utt - a
=

Uxx = 0 xc <+∞
.

0
llt : 0

: { Ψ ( x ) ,

X 30 {
{ u | t : 0 = φ ( x )

- φ ( - x ) ,

X < o i [ Ψ " at ) 1
-zaJhigsdgat- x )atnt

+at

to 号

H = lt : 0 = ψ ( x )
HiH t : e

=

{ Ψ ( x .
x 30

- ψ(
- x 1 )

.

× co

整个系统具有反对称性



2 H 收 100 = 0 ( 半⽆限⻓杆 ) 进⾏偶延拓 先进⾏延拓 ( 分段 )

uH 1 : 0
= {

Ψ

( x )
.

x ) 0 u ( X , t ) = Ʃ [ ψ ( x - at ) +φ ( x - at 1
] + aa ( x -

at +

atf ( 号 ) 惊 , ← 《步

再⼨达朗⻉尔公式的积分限分析

Ψ ( - x ) .

Xao { 进⾏处理后即得到变式

HtHt : 0 =

{ Ψ< x ) .
x > 0

i [ 4 x - at ) I
- iaf fis )dg - 4 sat . x

) ,xtat步
0

+ ad 」
。

“*

4 ( 号 ) d 号
,

ψ q -

x 1
.

X < 0

整华系统具有对称性

了跃变点的⾃射 Xc 0

X 30

x = 0 HtiI - aiux = 0 HI | t ≤ e = fEx -

a
=

t ) UE ( x . t ) = b ) )透射波上品
i⼼∵ ”

{ UtE - G πUx 0 X < 0

YI , PI Y □
、

β□
UI ( x , t ) : 51 1 + 4 1⼗品 t + 点

:

衔接条件 : ⼊射波 反射波

H
=

( x . 51 |
x = 0

= ψ□ ( x , t )
×= 0

YIsHxI ( x ,
t )

x = 0
= Y

□

sUx
(

x , t ) ×= 0

初始条件 :

⼭ π| t : 0 : 0 .

⽐ .
←

( t : 0 = 0

f - t ) + q ( t ) b < t )= ( t > 0 )

- aI ( I fit ) + ai y
=

g ( t ) =
- GEY # hi ( t ) ( t > 0 )

积分得 - aIYI f ( t 1 + ai y
=

g ( t ) =
- aEYE h ( E ) + G ( 常数 ) ( ← 30 )

: h ( 」解得: α

aaY [
f

( 累 )
aayi+
ai = (

透射 )

g ( g | :
GIYI . ⽐ IY

互

GIYI + QIY
π
f ( 步 ) ( 反射了



第⼋章分离变量法求解定解问题

Utt - G
=

HKx = 0 1

U ( x , t ) : f ( x - at 3 + φ ( xtat 了 sin ( X 4 a ( ]

U | x = 0 - 0 I

µ x : 0
= f ( - at ) + g ( a ε ) = 0

=sin (
"

[ x + 2 n π )

H x = 1
= 0 少

∴ g < at ) =
. f [ - at ) = sin 吃 X

l t = e
= φ ( x ) 4

∴
:

到 ( N , t ) = f ( x - at }
- f ( - x - at 3 f ( x ] =

"

am sin τ ( x - at ] * 的 bncos π ( x - at }
n = 0

Ut
t = 0

= ψ ( x ) 5 ⼜有 U x : 1
= 0 再根据⼉初始 , 边界条件进⼀步确定数

即f ( 1 - at 3 : f < - 1 - at ) 即 5 周期为 2 L

两端固定的弦杆振动偏 ☆分了常徽分思路

u ( x , t ) =λ ( x ) T ( t ) 分离变量

由上式条件 1 有 X ( x ) T
"

( t ) - aIT ( t ) λ
"

( x ) = 0

即
T

”

品
[ ( t )

=

X
"

( x )

⼆⼀⼊要对任意 at 都满⾜
X ( x )

只能⽐值为常数

X
"

( x ) + λ X < x ) = 0
6 为分析⽅便 , 常数为⼀⼊

T
"

( t ) + q
'

,nT ( t ) = 0
7

u x = 0
= X ( 0 ) T ( t ) = 0 由于不可能 T ⼼恒为0 故有 X 101 = 0同理 X ( ] = 0

6 ; X
"

, π+ MXx 1 = 0 ⽬有 X ( 01 = X ( >= 0

1 ) λ= 0

则 x ( x ) = bxfC 得出 C :
0

. b : 0 只是平庸解 , 舍志没有物理理害意义了

2 ] λ< o

λ< x 1 =
CeF
" "

+ del
π x

由为 ( ⑤ : o 得 ctd = 0

∴λ ( x ) = c [
e * *

- e
* x

」 再由 Xu ) = 0 得 Ʃ : 0 ∵ d = c0 也是平庸解 , 舍志

3 ) 综合上述分析 ,

R 70 ⼀定成⽴

X x 1 = Asin Rx + BcsRx

X 101 = B = 0 且 ( 1 ) = Asin ↑ L = 0 < AF 0 ) * 时要有 R ( = n π ∴ λ= [ ( R ( n ε☆ )

∴ X ( x 3 = Asim 吧 x 本征函数 ( 对⼀个特定⼊ ) λ 称为本征值 . 由泛定⽅程和边界条件可确定
最好直接记住

7 T
"

( t ) tal 贴 T ( t 1 =00

T 1 t 1 : Cu sin
a

∵ t + Dntosa☆ [ + T特解了

综合有 H ( xt ) = 品 Ensina π t +Bmcs☆Jsim 吃 x
傅⾥叶级数法 ( 可解⾮客次 )/

∞

初始条件 : H
t : 0

=

m = ,

Bm sin " } λ = ψ ( x 3 fi x , t } =
"

fu ( t ) sin 吧 x

应有的Bu} %sinM 算 xs 的

π xdx = J 。 φ ( x ) sink [ xdx
,

fu ( t ) = ↑ f
%

'
f ( x , t ) sin π x dx

,

两边同时⽤ sinx 积分根据正交性

[

品kl 作⽤ : 求出 Bu

上式化简为 aPa 3Bpi J% pasin 吧 xdx ( 上式的 K 换成 n
, 对应郡可 )

同时 Ut rie =

n :a .
a

呢

。 li的吃 x : ψ☆

同理 1 」 。si 们吧 x in τ× dx : ☆ ln , 《 交性

对 1 式操作

得到 Cn =

anπ S . ψ ( x ) simk[ xdx 综上 .

C ∞ .Dm 求得可求dlxt 满⾜定解问题条件
U ( x , t )



思考 : 上述⽅法解题前提 H ( x , t ) = X ( x > T ( t )

或者是 u ( x , t >=
Xm :

onx 1 Tm (
,

∞ 对于⽅程⾮⻬次 、 边界⻬沉的问题

傅⾥叶 H ( x , t ) 可以 i以 x 为变量
。

τ 作为参量作傅⾥叶级数展开 ⽤傅⾥叶级数法

d ( x . t ) =

n : j

Tn
( t ) sin 吧 X 也满⾜边界条件 ,

utt - a
=

Hxx = f ( xit) ,

级数法 U 1 x = 0 - 0 I

代⼊ Htt - aruxx = 有 :f ( xt ) 此时是⾮济次防程 , 不能分离变量
H x = 1

= 0 ☆

的Ta"

(

t 1 sin 吧 x + a '
n

, "

Tnct ) . 皆 sin吃 X H t = 0
= φ ( x ) 4

= 的
[

Tn "
(

ts + a =
皆 Tm (t ]sin☆ : f ( x , t ) 关键是要找什么样的基) )

Uz
t =

0 = 必 ( )
5

即 Th " ( t 1 T
az" 篮Tnct

1 :

fuly
fixit ∴

ig

A

. lt 州in 芒 x

先根据边界条件找基 m ) 边界条件⼀定要⻬品,

基可以是 sin
.

cos 的线性组合
,

falt 1 = E / o tcxit sin
"

吖 xlx 再把基代圆泛定⽅程求 Tn ( t }
.

⼀

第⼆类边界条件
,

( 右边 = 0 则可以分离变量

U + t
-

a
=

Hxx = 0 1 U ( x , t 3 = X < x , T 1 t )

µ 1 x = 0 - 0x
Δ ∴ T

"

(G
=

X
"

☆ = - λ [ λ> 0 )

ul . x =
1 =

x
Δ

ar + ( t )

U 5 = 0
= φ ( x ) 4 X

"

( x ) + { X ( ☆ ) = 0

Hi
t = 0

= ψ ( x )
5 X " 0 ) = X

^

( L ) =
0

对应的形式应该为 X ( x )
= Bos 吃 x

.
找到了基和本征值⼊ :☆ )

“

别 u 1 x , t " : ∴ Tu 1510 s

^☆我⼊式 j 所 T,
"

( nl 听 xxM ∴↑[ , 5 b , 感
☆∵ tiniititqe" 否 πu⼋趴 …

"

∵
f < x , t )

即 Tn
"

( t ) + asm
皆

Tm ( ε )
= fnl ε ”

.

fcxits∵

nii
"

tnct) 听xcos

+ nlt 3 : i 」 。 +x …“

第三类边界条件
X ( 0 ) = 0

此时若要满⾜边界案件
,

X “ 11 = 0 令 X ( x 1 = Asink x + B coskx 1 B = 0 )

A πl ' 1 ) : cos π
= 0 ( At1

: π : "

忧幽品⼼
+ 1 ∵ 意 π H ⼭ ↑☆

再我伤繁得到To
⼼辉炒了州直接辩游

具体过程⽽下⻚



特定形式记结论
对于⾮⻬ :贸⽅程 ( 输运了

不妨们进⾏分离变量 U ( x , t ) =λ ( x ) T ( ts Tn ' / t )
+
a

^皆 Tu ( t ) = 0

1
Ht - a ^φ xx = δ ( x , z )-

dx : 0

: 0. T
'

( t 3 X ( x ) = a
= T ( t , X

"

( x ) ∴Tn ( t ) = 「特 + Eme

⼀a器 t
~

H x = 1 = 0
:
T " t )

=

x
"

( "

Tt )代 xix )
= - λ U ( x , ) =

- 「 ε n + 「特 ( 01 } sin 第
。

计 t : 0 = ψ ( x )

即 X
"

( ☆ ) + RX ( n 1 = 0

=φ [ & 」

1
X ( 0 ) = X ( 1 } = 0

∴ Cn = ↑ l % ψ ( ☆ / sin
吖

xdx - 「 特( 0 )

代 λ 求出 Tit 3 最后得 µ ( x , t )

仍然可以得到 X ( x 1 = Asin 吖 x

Uoay CL : 0 Uxx + Hyy = 0 V ( x , 4 ) = X ( x , Yy ,

" " "
" x

“ 0⼭
0

不妨令 H = V + 40 代 λ 1
得
x

" ( x ) Ygs +
Y

" , y ) λ× 1 = 0

⼭ 0 Ho

U x = a : U 。 则 Vxx + lay : 0 1 x
"

☆
,

=

Y
"

y,

∴ ” ( λ 。 器 )
Uy : 0

: U 0 V
* = 0

= V x : a
= 0

3 x
0

W G U
y : b = U

。

V
4 = 0

= 0
.

∴ x
"

( x ) +λ X 1 x 1 = 0

∞

先确定形式即
- zCush 呱 b = 品」 ↑ ( U 0

- d . ) sin 器 xdx
,

∵

⼆
vhanul "

n ∵

hu M " "
"

宫 h

" aM - dh↑
r

π^y 州

…作可得 : cne" 啊
htpe

^记论 最终得 ε u

lo … uo "'

u π san [
1 - < - 1 ]

"

)
…

, 得到 Yo
,

( 只留奇数项即可 )

V
y = 0

=

n
=↑ ( Ca + Bn ) sin 怒 x = 0 代⼊ , 最终得的 = 什 of

( Vouo ) → (sha 《

k + " π

b

sinalkπ X,

π k = 0 { { + 13 sh alzkt )
π

b

∴ { n + Dn = 0
. DM =

- Cn

∴ Yn = Cu ( e 荆 _
e 9

)

φ : 0 时 U = u 0 ,
V g = 0 = 0 ) A = H

0

, 代 λ 2 得 Xm " ( x
)

-ni
π

i

X ( x ) = 0bi

g : b 时 U = Uo → B =

00

% Xu ( x ) : Ene
" 婚

X + Bne☆ x

: H = 0 + ao t
Uo - 40

y

同理求出 (
G
, B

b
以⽽得出 X 《 x )

v = u - 0
-

U 0
- a 0

.

,
g 最后得到 u ( xy

)

V
y : 0⼆ H y =

0 40 : 0

U
y = b

= 0

Vx = 0

=
- biouoy 先经过⼀次变换得到⻬次 。 再利⽤分离变量法

rxic … bh0 noy
2Vxxt ryy :

Orixiy)
∴" Xu lx 1 sin g y

「



倒
,
热传导问题 第三类边界条件

φ t - a
=

Hxx = 0 ( 假语⽆热源
,

a = 品 1

HX = 0

= 0

T : - KRd 分析热量出⼊ :
- 直⽐ x x = c

- h( u
x : r

- θ )

G 为热交换数
.

θ 为够温 令⼆ A步
u + Hdx( )

x = c
= 0 ( 假没外温为 。 」 ( 边界条件 )

U 5 : 0
= ⼭ 。 ( 初始条件 」

ψ ( x , t ) = X ( x ) T ( = )
u ( x , t 1 = 的

"

Tn ( t ) . sin } x ( 仔作为常数并到 Cn ⾥或⻔

代⼊有 X ( x ) Tit )
- a

^ X ” [ x 1 T ( t ) = 0 Tn ( t) + a
= ☆ Tn ( t ) = 0

T " t )

azT ( t )
=

X
"

谈
x ,

= - 9
得 Tn = cGe

- a

"
"。 ☆

,
^ 吃xSx

"

( x ) + ☆ X 1 x 1 = 0

通解 { < x 1 = ⽉ Sin 图 X +Bos 1 π x

H
x = 0

= 0 3 B = 0

∴ n ( d , Hi 可 “

值 ↑+ 。 ∵∵ m “ { x :

k ∵ i * ” ! } “ y < 积份法求 Ca

的 + HHx( )
x = 1

= AsinktARHcosall : 2% cos⼊ - cos ”喝道 lax ☆

=0- A ( sin π L + Hncoshl ) = i [
yn - gasinyn - Ya( /

/ )

rsin ( % e % ) ]

由于 A ⽜ 0 B 已经为 0 ) : tanml =
-只礼 公武展开

。

再由得 sinn = ⼀⽚ cos 9 .% ,

1 , in | = φ n 应满⾜tangn = - 叫 %
1 代换得上式 = ⼀ ( losYusosY ←

- CoSYnlos 印 } = 0

∴
,

λ n = [ " ) 作为本征值 ⽔机时全部为
。

, ⻓⽅才保留 。 可求出 (

∴ X < x 1 = A sin
"

? x 最终得 USX . t 1 = 的品
,

" yu - singn ,los }

azuo ( - os φ u )

e

' 的感t
. sin

9
Yx

例 : 传输线问题
V B

排

;

1x + ax , t 1

单位⻓度电阻织

电容 C

~ … ↑ 流 Gdx

申感 L

x 了 + d 万 电漏后 , 漏出电流 I 与由压⼉的⽐值

边界条件 (
x = 0

= E ( t ) - riit
"

x

⽅程 ;

5
x = 1

= 0

j ( x , z ) = X < x , [ o ε 1 分离变量

j = ☆= 岁录 { dx . Cr ) : cdx . Vt 代⼊得 LCT
"

( t ) λ ( x
1 -

{

" ( x ] } ct
) β } ( x , T ( ε> = 0

iix , t 1 - adxr + - V ( x , t "" Gdx = j ( x + adx , t 1分流
即

x
岗

: {

《 T 器
,

- β= - n

V ( x , t ) - kdxj ( x , t ) - Ldxj = ( x
,
t ) = V ( x + dx , t ) 分压 ∴ X

"

x 1 +λ☆ ( x 1 = 0

整理得 : ix ( x , t ) = - CUt - GO [ x ,
t )

< ( T
"

( t ) + ( λ - β ) T ( t ) = 0

Vx < xst ] = - Rj ( x , t ] - L ii ( x . t3

jxx ( x ,
t 1 = - C Uxt - GVx 边界条件⾮⻬次

=
- ( { - Rjt - ( j + t ) - G ( - Rj - Li + } 需要加⼊多了节

即 L ( itt - ixx ( x ) + GC +Ra liz + GRi = 0

Vxx =
- Rjx - L ixt = - 1 R( - eVz - Gr ) - ( ( - ( VtE - GUt )

即 LEVtt - Vxx + RC + GL( / U =+ RGV : 0

LC jtt - jxxt < RC + (1 ) jt + RGj = 0

「

j ( x , t ) = jixt )

^

e
- at

it = jte
2 t

- aje - at

jtt = jtte
- at

. aajte
t

+ arje
- at

jxx = jix e

- at

代 λ 得 : L 《 [ itt - a αji +α zj ] -jx + < R ( c + GL ) { ji - d ] + RG }: 0

2 =

2 《

⾥ ctGL

代⼊得 1 变为 :

tcjt - in - ( εα
z
- RG ) i = 0 令 1 < z

=

- RG=β )



多与了⾮⻬次边界条件的处理

utt -

a
'

uxx = f ( x , t ) 设 φ ( x , t ) = V ( x , t ) + 」 µ ( ε 1 + [ [ ☆ : t
)
。 µ< : 1} 由此得出关于 UCx . t ) 的定解问题

U
x . 0

= 1 )µ U
xi 0

= U
x = 0
+ µ< t

,条件( E ) Vtt - a
=

Uxx = f " x ,
t } -

µ

" It " { [ O
"

( t ) - r
"

( t ) )
边界⾮⻬次

U
x = l

= v ( t ) 得到 r
x = 0

= 0 = + 1 k
,
t 3

H += 0
= Ψ< x ) u

x : 6
= r

x = l
+ O ( t ) Uct

条件
V

x = 。

= 0

ut t = 0
= ψ / x )

≥
得到 V

x = l
= 0

r x = l
= 0

U ( x ,
. t ) 代价注定⽅程 ; V t : o

= 4 ixs
2

从⽽转化为
例题思路

Vtz + u
"

( t ) + { [ V
"

it- d"
(

t ) | - a
"

Uxx = f " x . t ] Vt t : 0
: ↑ ix ) ⻬次边界问题

⼀般解法 。 设⽐ ( x , t ) = ( Ax + B 3 µ ( t ) + ( cxxpxU (tlx-待定系数法 ”
”

经过换使 vxt ) 具有⻬次边界了找本征值和本征函数 ,基本两边进⾏ 5⾥叶级数展开变

Ht - aiHxx = 0 H ( λ , t ) = γ / x , t )

Ux
x = 0

= u ( t }

H x = l
= E 1V

l t = 0
= φ ( x )

例 ,

⾔
,…

0 ¢ F ( t ) = Asinut 作在端点
X = (

法⼀

注定⽅程 : Ut + - G ^ψ xx = 0 U ( x , t ) : V ( x
, t 3 + ☆sinat

边界条件 ; H
× r 。

= 0 代⼊注定⽅程

Vtt - x ☆ ω< sinat - a
=

oxx = 0

U 11 + 1 : 说 TuH ) < in, ⼼
πx

↑

感:尴边件算重新↑ ⼊泛定程 。 可式出 π 1 ⼼ )
⽇! : YH ⼊

, SYHx x : 1
= Aginut

( 即 Hx
x

=

l =

As 器 ∴Wtt -
G

= xx : Xs w

= sin ω t 为新⽅程 即得 v ( x , t

) , 最终得 φ ( x
,

t )

Ut : 0

= 0 V x = 0
=
0

Ut t = 0
= 0 Vx x =

0

= 0

V t = 0
= 0

Ut t = 0

=
- ☆ x

sin 出X
法⼆ H ( x , t ) = V (x , t 3 + fx ) sinut 此时 ψ [ x , t ) = γ ( x , t 1 + 泉台

Cos 恐 (
Sinlet 团 。此 V ( x , t ) =∴

。

Tn( t ) sin zllun)
π

x

Vtt - G
= V

× x
= 0 再代⼊善于 V 的注定⽅程根据条件 : f 10 ) : 0 µ

x = 0
= 0( )

+
"

( u ) = | →
s xi

… 0 V x = 0

= 0 Tn
"

( E 1 + G
☆ ( zn +器 T的 ( E ) = 0

代⼊淀定疗程 ; Vx x = l
= 0 Tu ( t ) : Cn sin

2
lane

1 |π at

htt - a
'

ux :Vtt - W '
f

( x ) sinut - a
= Vxx - Gzf

"

dh ] Sin ut = 0 V
t = a

= 0 { / x ,
t 3 ⻦幽

∴ f
"

( x ) + ☆ F ( x ) = 0 ∴ : ← ( x ) = Bin 恐乃 Ut t :
0=罚

a

再利⽤, ⽐
t 。

fai ( ) : B 恐 cos ( : 罚 最后解出的
, 即得 V ( x ,

t ) , d ( k ,
t )

si, 恐⼥
: □= 昂台 cos[ 因此 f ( x ) = 罚台 cos 出 l

Xn ( x | : sin alun
+ "

π

D 由边界条件得出,

事害上
,

此断问题有通⽤⽅法
⼀维问题,

utt - a
^

Hxx = 0
总

1 边界⻬次化
H

x = 0
= le ( t 3

⼯假设⽅程⻬次
, 即可解出本征值和本征函数

d
× x = {

= ω ( t ) 结
产⾮常次⽅程对两边⽤本征函数展开

都可令 H ( !
,
t ' = Vix

, t ) + f ( x )
.

U ( t ) + g { x ) Oit 3

4 得到⾮⻬次常微⽅程 ( 可解
需有 + ( o ) = 1

. ] 30 ) = 0
.

5 积分常数由初始条件确定
f ' ( ) =

0 ,
g

' ( ) = Ost ) 即可乔次化边界



极坐标下问题

Hxx + Ugy =0L =

边界条件 Hxz
+ y =≤ a
= 0 「 G 为圆柱体半径 ) ⼗⼗ ⼗ 云

导体为等势体

⽐较适⽤极坐标 } x : Pas 4 , y =β sinφ ) u ( x , φ| > U < P , 41 ⽆神荷 oU = 0

… E

'

则问题变为 U
0 ==

U000 ( 可以为规定了 8 U < x , φ ,
☆ } = U ( 《

, Y ) + +
t

ω ( β , φ ) = ⽐ ( β
, φ TC π ] 周期性 8

边界条件了
与召开关⼈导线⽅向了 ⼄

E = - D V
β 7 ∞

= E。 : Eo ex ⼤地

U
p →∞

=
- Eo λ =

- EoPcos φ v
核⼼ : 通过坐标变换让边界条件只单变量便于分离依变量

、

以解法复杂问题

例 : OL = 0

→

1 E × rey
=
) ∞

= E
0
lx

U
×
r
+ y

2
= a

2 = H 0
= 0

( 边界难以分离变量 」
,

计 ( 9 , Y 3 与 ? ⽆差

解 : U *
, y ) 3 G ( P , Ψ 1 sy

则有 X = Pcose . y : Psin φ ,

王 "

:☆
( , erde 1 . u ( e β e )

: qi ÷符β a+φ

LU = B . PO

= ep 录 +

”

必磷
,

梯度算⼦是单张度变化率 不要漏掉的

实际为 ln
'

i φ 3
.

← 4
'

( φ )

有 : ( ei ☆城淡 (的别⼼筏∵炎代筏介 … …∵←… [ a )

→别符 eiPpro4r-ecee
'oe

… 符。

皆: e9 ⼦戏 : 平同理也可画图分析得 ☆ ” : -

ee 及坐标下

丁, 壳代⼊ @ 式得 : 0 =β . 品 。 的获 +
⽔ 最终有 ∞= 品 +的 + 。 i 背

的结论公式
2 p

2

∴ U : 淡 β ⼗吃簿⼆ 0 可以分离变量

接下来需要简化边界 :
< U = 0 H ( p .

Ψ ) =令层 ( P > 0[ ( Ψ 3
→

E
…

=

0
Bu

0 → t ∞

: Feex
”

0 ω : 0 ⽅程变为 R
"

( o ] Ψ i 4) ← iR '

( P ) [ ( e ) + 0
iR ( P ) Ψ

"

ce ) = 0

{ U P = a
= 0 先求⻬ :公⽅程求本征函数

H ( P
, e ) = U ( P

, Ψ z π j

ax β→∞=
- E

。
∠

0 "
R

" , p >+β i (

"
:

-
I

”14 ,

≥ ⽉ 对任意 βΨ

都成⽴只能与驻群也就是为常数Ju RsP )

剧 。 50
: 0

∴ ]"
(

Ψ ) +λ IM : 0 个⼊ ? 0 才可能满⾜周期性 ;)

由于 U . 4 ) 周期性 , ⼊只能为整数平 λ= m
2

( m 为整数, o[ le ) = Amcosm ψ . + 号 msinn 4周期 π1 m
,

即得到本正值与本征函数

( ii λ β=
k

" ( 「 ) + PR " 「 } -
m

^ R ( P >= 0 ( λ=
m

)

m = 0时 PR
"

+ r =① 即 □↓+ z " P >= 0 ⇒ 裴 -iadp
,

…m " R ( p " =ho + 1 mC C ε 为常数。

最终有 R
'

= { s R " β ) = p , R ( β ) =ε mP + D。 <
a .
Bo 为常数 )

2
“

以⼲ o 时

N ( > :
→

a 0 β
"

,
代⼊⽅程得

→

9 qk ( " " "
0

↑+=
a , hr " - m

→

dq β
"

∴~
a . [ 1… - m "

0
" _ 」 则 x : m 或 k = m 时ac意…

…

∴ Gm 与⼭的往意
,

其余的 《 = 0

∴ 任 ( P ) = mP
"

+β
"

( Pm

那么 U 10 , Ψ } =mRm ( P ) + [
m

( Ψ ) 仍然为⽅程的解
: ” oeco 么 Pt 的cm β

"

+ 流 P
…C ) ( cstam 叫sinme ) A的归于前⼀个括号⾁ Bm的

< b 3



由于 ☆
0, …

=
- Eo ∴ G

p +∞=
Ho - Eox = U 0

- EoPcos φ

同时分析上⻚ tb ) 式
,

u β→∞= Bo + colm β+ 的
"

( P
"

{ asm φ+ 的 simm φ )

要让两式相等项要对应
,

⽌此两式相等得到 ( m = 0 ( m ≥ 2 ) 恒成⽴ ∴ 《 β+∞ = B 0 + comp + C βcos φ

. ( Bm 也为0 并且 [ ,
=~ E 。

整理 µ ( P . φ ) = Po tColuP + C
. Pcos 4 tm

的

"

Pm β
-

“

cosm φ
,

同时还有条件 U
P = a

= Po + Colna + C , acosφ+∞ BmGmcosm φ
,

= 0

m
,

应有 17 m = 0 ( m =23

并且 ( a + b
, 1 a = 0 ( 对于所有 Ψ 恒成⽴ ] 且 Bo + Colma = 0 ∴ B 0

= - Colna
.

B
,
= - a

<

c ,

此时 U ( 0
, 4 ) = Colm ( Ya 3 ( ^ - ' ) cos φ

, 只剩下 0 ,个数… -

下⾯分析解的含⽕

2 E .

→

L

导线不带电 (
。

⼆ 0
q

.

若中 : 三匹的 “ ⽐ 。 06 定参考点了与开房
4

⼗
+

E -
- tu = -επ☆ 。 -ee . i 背 代⼊计算表达式武

⼆⼀台 e
.

+

E 0
( ↑ na
^

ostei -Eo-1 ) sin φ ey x

E : to Ccospee - sinpet ) + Fo ( cos 4 e. + sin φ ey 3
… ⼀

⼀

-

⼀地⾯ ,

ei
,

平⾏板间若有拱形突出

则尖端场强变为两倍 , 击穿电压减为原来⼀半 。

吕
⼼

板⽣禁下 6 ⽐ =☆⽚筏
) ,

贺来 。 6 “ i ( " ∵ 1 π …
∵呢 。 % …咒

↑+ 状 ∵炎结标
uinn …

,

若柱坐标 ; Ʃ ⽐ =

z
2
k



第九章 : 阶常微分⽅程的级数解法及本征值问题

多 9 . 1 特殊函数的微分⽅程

球坐标 I dV = dxdydi

∵ y

( x , φ
.
z ) , ( q .

,
q . , q 3 )

= dr - rdo . rsin ☆ d φ

V ↑ = hi adq , br dqr , hsdd 3 (通式了度规
在球坐标下 h 1

: 1
.

ha : r
,

hs = rsino

在柱坐标下 { x , Y .
i ) 3 [ 0

, Ψ ,

☆ ) 衬应的 h
1
= 1 .

h =β ,

h
)≈

1

rx

在这种模式下
. 梯度算⻢了 = e " ni {f ai

的

☆ teini 验
Laplace 算⼦ = 的 ☆ 多 r ) + rsin 灵( sino 当

0
) + rsi计昆⼈

先对分量偏导上某系数乘再偏导最后乘系数C )

ei ( ,
o , 4

)

, Ci '
(
o , e

1 .

eicey触袋 : 装 : 感 0 与胡⽆关 投影后与 0 开美

各个单位⽮量对三个分量的偏导数
.

感发现
ef ":

☆

xe δ 因此感感 xe δ tia 哦 = cixe δ+eia ( - e* ) = 0

z袋 :
liomei

( 0o 0
, f ) - e( ① . 9 "

- lo
[ E → 4 C θ

感 =
- ci 其余量待计算 at : Sin θ iey⼩哦 =cosoay

∂毙 : - ( esin θ teδ cos θ )

laplace = ri ( ☆ " r ) + rsin 品( sioo )
+
rs的希29

… … …
: 0

.

1

U ( r ,
θ

,
φ 1 = R ( r 1 H ( O ) ☆ ( Ψ ) = R ( r 3 YCo , ψ )

代⼊上⾯ 1 式 : ↑ ( 0 , Ψ

) r { r "
R

" ~ , ) + 品
sino就乳(sino ) +n 。 淼: 对于⽅程移项后同除以 Y ( o , φ ) ,再同乘的rr

1

整理得 :

Rinrtr =
" ☆)=

uo, e 1
sino ☆ ( sina % ) +

yeo , t , sino 符。

= λ = - { ( l + 1 }

得到两个⽅程 : 1
"

R
"

( n ) +Ʃ rR
'

( γ) L ( 1 + 1 ) R < r >= 0

{
sin ☆☆ ( sin θ 品 ) + 筛 z

← ( ( + 1 ) sin
=

0 . Y = 0 在球坐标下分析 Laplace ⽅程
,

把 ” 的两部分拆开
,

移项整理有 : ⽤分离变量的⽅法求出相应的特殊⽅程
,

sin ①

⑩ , 0 )
% { sino ⽐袋 ) + { ( + 1 ] sin <θ ∴ -

Ψ "

巢
14 )

= ⽐
,

o[
"

(必 + ⽐ Ψ ( e ) = 0 并且 I ( Ψ+ 2 π ) = [( 4 )具期周期性
,

要求 µ : m
"

( m为整⻅了

另⼀⽅程变为 sini 品 ( sino 品了 + “ +”
篮o ) L ” ⼼

0 勒让德⽅程 legandrels带连

Utt - d
=

Cu = 0 球坐校下的波动⽅程 对⽐上⾯过程程在 lapla 6 e程基础上增加⼀溜 (左边是 Laplace 3

u ( t ,
) = Tcts G , r ' }

代⼊上⾯⽅ I 有 Tltstir' s
-

aTct ) cui) 最终表示为 ↑^ R
"

( r ) + zrR " r ) +[ |
k

^
p

= - 1 ( [ + 1 ] R ( r ) = 0 球⻉塞尔⽅程 ( Besse ( )

整理有 T
"

( t )
= oii☆ ( ) =

- k
2

a
←

T ( ε )

得到两个⽅程 ;

T
"

( t ) + d
≥

k
2

[ ( t ) = 0

{ LE
[

' ) + K ^= di τ 3 = 0

球坐标



⽮量⽅程

电磁波 E批 -

C
^

0 E = 0

E : Erei + Eoto + Eeey

D = 录 + ☆ 忍+ eirlino
昆

三维定解问题

在球坐标下分离变量得到
三个变量只需要两⽬本征值 , 本征函各

1

品 ( sin θ 呢了 + ( ( + ” 品。
)( * ( ) =

0
sino 留下⼀个⾮⻬次边界
oI

"

( Ψ s + m
>

[ 1 Ψ ) = 0

r
"

☆ "
(

r ) + arR "(
n

) + [ |k ^p =
-

1 ( l ← " ) | R ( r ) = 0

T
"

, t 1 + {
☆

Ti ( t ) = f {k ,
t ]

柱坐标

柱坐标下⽅程

ω u =β☆ ( β☆ ) +

0
☆ 焱。

+

2
^
up , ψ ,

z

=
= - k

“

U

分离变量
,

⽬标是得到三个独⽴⽅程加了令 U 10 , 4 ,
E ) = R ( / ) I ( 41 [ ☆

代⼊得 :

rk …% 。 pd
1

+ pqig [" 10 " … - ∠
"

品

,
=

: µk ,

得到两个⽅程 ;

I " ( Z 1 + C 3 I ( z , = 0/ : H

{
β
"

k
"

、 01 + ok "
" µ

p

'

=

-
Ψ

"

I
14 ,

= λ
R ( β )

仍然有 I
”

,+ 0 [ < e 3 = 0 并且 I ( 4 + z π ) = I ( ① , 具有周期性 , 要求

:

m ( m为整数 ,即 I
“

( Ψ 1 + mil < e >= 0

对于 P : =
k

"
(

Ps +^ R " ( 0 ) Gp ' - m R < " =03C ⽉

U 30 时 , 3称为塞⽳语 essel ⽅程

µ C 0 时 虚宗量 Bessel ⽅程

令 X = cosO 则 dx = - sinodo 原来的连带勒让德⽅程变为 :

岗 [ ( - x
^ sd “☆ ] + t 筋 ← ( + ) ] ⑩ ( x ) =

0

即 ( 1 -
x

^ )
④

" ( x
) - <☆① ( x ) + [ ( ( + ] -

筋 r ) ⑩ ( x ) = 0 ( 1 ≤ x ≤ 1 )

m = 0 时称为勒让德⽅程即 1 - x
^

] y
"

( xs - 2 xg ' ( x ) + hlr ) yix)



多 9 . 2 级数法求解常微分⽅程

原来的球 Bassel ⽅程勒让德⽅程均形如

y
"

( X ) + β ( x ] ☆ ( x ) + q < x ) Y ( x ) = 0

希望展开成 φ ( x ) :
-

Ck [ x - x 0 )
k 若 lix。 P

( x ) ,
φ

( x ) 均有限 . 则 X 。 是常点

只要有⼀个诸散 、 则⼊ 。 是奇点

1 常点领域的级数解法

4 ( x ) =

k = 0

→

Gk ( x - x 0 )
k

,

x 。 是常点

例 1 ; 计
"

( x ) +ω^φ / x ) = 0 所有的 U 可以⽤ G 0
.

a
, 表示

B ( x |= 0
. qlx 3 = u

=

均为常数
常点展开是 Taylor 级数 可以递推得到在 20

= ( 1 ]
"

{ zk 1 ;

ω
2 "

a 0ar =
-

2 :

^

a 0
,

a 4 =

4 :

ω 4

a 0
…

不妨在 x = 0 领域上作级数展展
× 最低为零冷 azk + 1 = ( - 1 )

"

( ak + 11 ;

w
2 "

a ,

y ( x ) :
∴

。

GcXk gcrλ u
-

品 x
“∴^+a说 :「 d

☆ x

↑ *
G "

=

-
“

a ,hai
"

∵

"
a

∵π得的K 从 2 开始取

V

代⼊原⽅程有 π: 。
∞

a 0 k( u - 1 ) X -
2 f

W ^∴。
"

U0 x
“
: 0

或 K 改换为 kt 2

Go= 40 + a , u ,

需要临敛条件

则有
0
: acz ( k + 2 ( k 州 [t ω^ a . ] x ^ 0

k 进⾏变换
。

↑ o =

,
a = . |

)

" iy " mx )
"

= LosW /

:
h: ( 11 ↑ iuda ) :"xz

↓ * "

= i in ωλ不妨龄qi= a , h
本题恰妈⽤

Sin , os 表过
,

但也可能直接⽤数表达

显然应有 Ga + z : -

ui
ak

( at < xk ←)

所有系数均为 0←

已知 Go
,

a , 作为常数 求出递推是关键 最后 y 〈 x ) : G 0 coswx + aisinux 收敛半经织⼆ ∞

例2 : ( r - x ^
)

g "
(

x } - < xg " ( x ) + ( + 1 ) Y ( × 1 = 0 勒让德程( J
-之 X

易得 Bx 1 :
1 - xx , qcx )

:《筋
x:

- 1 ≤ 13C

x = ( 和 x = - ( 为奇点
, λ= 0 是常点 展开时可以找常点作 taylr 级数展开

乡 ( x ] “ ∴
。

akx
“ 猜测收敛半径 R = )

原⽅程为 dn . k ( k - l )
λ "

… 。Lx 彦 aakx
"

" + ll + " ☆ Gnx "

∵
即

→ a
. k ( " " x
"

… - : G . 《 ( 1 " "
x
" … ☆ hi " x

"

+ c 1 k + ) 点 qcx ^∵州磁在× 的负幂:下 ,

第⼀项故
Khu 2 开始 ⽅先考察加说 : 2 a 2 t 11 + 1 ) a 0

: 0数 ; ∴ 9 c ∴ -

“

哔⽒
。

九 ' 项 : 6 a 3 - cG , + ( + 1 ) Q , =
0 ∴ a 3 : z

- 1 ( * 1 }

a ,

☆ α 2

寻找规律 x
“

项 《凉系数 aky(ktz ) / ( k + 1 ] - akk < ( k - 1 ] - 2 G < k + Gnl ( t 1 ) = 0

Uk + 2
=

K ( k + 1 ] - ( lt "

" da
: k- ) ( k + 1 + Y

( k + 23 ( k + 1 )
Ga 递推公式

( k + 2 ] ( k + 1 )

} ( x ) = a 0 Y 。
( x ) + {

, y . [ ↑ ] 由 a 0
.

a , 可表椒下溜, 提取 90 .
1

, 余下系数 ☆ 并为 Y 0 ( x ] . φ . ( x ) , 参彦例 1
,

收☆ 半径 R : li
∞

( k + a ) ( 《+

1 ) ( k + c +1 )
= 1 最终得之 、 收敛 |

⻛

1 发散

如果要求收敛
,

应该只能有限演直到某⼀项断开停形 3 ( 为整数
,

kL 会有⼀项 = 01(
只要 ( 为整数

⽐如 」 为整数则 dr 开始为 0
.

后⾯df」 " 4

,
a + 6

… 均为 0
1 Y 0

7 多项式 (

有限顾了到少可以得到有限解 ,

λ= ( ( + 1 ) 为本征值

( 为奇数 910 多项武 多项式称为勒让德名项式 ( P ( x ) )

a =

“ " ) ,

a
4

= “
(

☆ 3 d

2: ( < l

) ( l ) ( + 1 ) ( + "

4 ;
2 !

a
。 ⽒

。 不断分⼦向边扩张



多 9 . 3 正则奇点领域上的级数解法

y
"

( x ) + P ( x ) g ( x ) + G ( x ) Y ( x | -O
1

若 B ( x ] . G 3 有少⼀个贯散则 x 为奇点 , 都只没有限免幂欢增

若 p < x ) =

k ∴

…

" ( xx 0
}

k , q ( x )
=

" (xqa - x 0
)

"

" ☆ 则称加⽅程的正则奇点正则奇点可解2 ( )

P λ ) 最低学⼀次幂 ,

q( π最低员的次幂

设 Y ( x ) =

k :
0 Uk ( x - x 0 }

s + k

并且最低为 S 沈幂
,

, 要求 a 00
, 否则最低不是 S ☆幂

分可正可负
。

也可为⾮整数 ⼀假设 完整过程
此时 : g ' inl :∴ o Galstk ) Cx - xo

)

sthY ( "
n ) =

i

: o aalsthllsthn ) l xixoIsth
… s

代 ,防程 1 , 先索察 ( x - λ 0 ) 3
☆ 说系数; k : 0 时有 G 0 S < s - 13 + GoSR , tae 9 . 2 = 0

由于 d 0 f 0 ∴ 只能 s
'
- s + sp . . + Q . r

≥ 0 解得 S :

2

- P , ±| ( p. . 1 ↑ -4 q 2 对应再个解 S . sz

并且
S

1 + s . =
1 - P

. ,

{ . - { z = 1 ( - P )
<
- 4 q . .

再考察 ( x 0 } s " 项系数; Gu. ( S + 1 } ☆ + G
, < st 1 ) B -

1 + Goq .

1
+ G , Q . 2

= 0

H , ( x ) =

Ki 0

Gk
( x - x 0 ) s

, + i ,

φ

. | x 1 = 0

: 0 ↑

bu
( x , x 0 」

z +π 最后得到的 Y 有个解 , 并且 s , - 红为整数的情况还要进⾏补充再找⼀个了解

在这种形式下
{

φ ,

"

( x ] + B ( x ) Y ; ( X ) + G ( x ) y , ( x ) = 0 上乘 φ z < x )
.

不乘 Y , ( λ )

φ z
"

1 λ ) + B ( x ) Yi ( 《 ) + q [ ☆ } ⾏ c ( X 3 = 0 再上不相减下减上了
抵消

即 H , φ z "
…

- Yz 则 ,

"

+ Px ) 「 u , φ i " - φ a 4 i ) = 0 令 C ( x ) = 9 , %
-

Yzyi则有 L "
(

x ) = yiyi '
×

y , φ 2 "
-

giyi - |< g , "

∵

M , φ z "
-

Y 2 z φ ,

”

整理 do

焱 + P ( x ) 0 ( x ) = 0 即代☆ =
- Pxndx 同时积分有 1 ax ( x 1 = ( . 0 - fpx 3 dx ∴ 0 ( x ) : 00 efx吵移额⼀为常数1 )

⼈有花 ( ☆ ? = ☆ - g

☆ i 以
:

」(
"

: ↑☆nx ) : /u
" dx= 1 re ' lpundxdl/

由于 ↑ ( x ) 最低是 ( × X 01项可以单独提出
,

: φ z ( x ) = 0
o y , ( x ) J yip e

- (xidxdx G , ax 1 与 φ k ( x ) 的关系 2

程分的积分

P ( x ) = ( x - X 0 )
"

T ( ☆ ) 其中 T ( N ) 为 Tay⼼级数展开

= P - 1 ( x - x 0
」

" . 馆将系数 P , 也提出 )1 ) : P < x )) dx = P . 1 n < x 0 ) + T , ( x )

: e

- Sun ) dx =

e

P
. ln ( x - x 0 ) , eT , ( x } =

{ x - x 0 ) P
"E
( x } qT

"x "
= TI ( x ) 指数后仍为泰勒领数C )

同理 : y 1 ( x ) = ( x - x 0 )
9 ,

. T 3 ( x ) 最低 s . 次幂Yi ^ ( x ) = ( x - xo }
< s .

T4 ( x )

全部代 λ ≥ 式求⽤解 φ 忆 ( X ) ;

φ z ~ ( x ) = φ , | x - x 0 )
"…
⽯ ( *

dx 根据右上蓝⾊斌。 前有 3 . tsz = 1 -。
.

段 { 2 = 1 -P . - S

( × - Xe )
2 s "

Tψ ( x )

: φ . f ( x - x 03
P …2 s ,

T ( x )dx
泰勒级数泰勒级数仍为 T⼼

。

P. , + s .
= 1 - Sz

由于 -

p , -

2 s ,
= Sz - 1 - s , ( 右 | ) 规定 ③ S > sz ∴

- β , - zs , <

y键要看被程式是否含有 ( xx 0 了
”

项
,

可得 Yz ( x ) : φ , ( x - xossz - s ,To ( ☆ ) = ( x - 0
)

sT ( x ) 如果系红不是整数积分时次数即可 )/1
.

Yz = 6
. φ , ( m ( x - λ 0 ) + ( ☆ - K 0 )

S 2
T , 最低了 2 次幂

综上
, 可以得到了通解 Y , ( x ) =

K = 0

aa
( x - xo }

S , ta

Yz ( x ]
: 0
= bu ( x - X 0 }

setk
+ A φ , ( u ( x - 0 ) 在 { 红

- S 为整数时加上此项
,
⾮整数时 A = 0

⼈ : 对于⾮正则奇点能否适⽤ ?

假设 P ( xl = 的: P, ( y , X 0 ) % ,
G

(

x ) = n :

gq 0 (
x - x 0 ) ↑ 代⼊⽅程分析系数得s | , zar +φ . sa 0 =

0 : s = -

ε "

pr只有⼀个解Hi论 y 是 x 的函数 .

× 6 a
,
b ⽅程仍为 9

"

x 1 + piig ' ixi + aixis"

若中间有新⽴奇点 ( ⾮正则 )

d 。 ! > 找每⼀段中点 (常点作 Tay 1 or 级数展开
。

奇点⾮正则, 若是正则奇点也可直接解

、
: 柱坐标内 R ; 0 → 以

Δ '
r



例 1 : 在 X 0
= 0 的邻域上求解 X

^

g
"

( x |+ xy " ( x 1 -
m

2 y ( x ) = 0 ( m 为常数
)

p ( x ) =π
,

q ( x ) :
- xm ) : X 0 : 0为程的正则奇点妨设

} ( x )
: a

:

a , x
"

由前有 S
.
:

|
- P - 1 + | ( ? ,

- 1 )
2
- 4 q - r 并且 P 1

= 1
,
q - z

= - m
2

∴ s 1 = m ,
Sz = - m

2

∴ φ 1
=

k = 0

"

G<
xm

+ k

代⼊原⽅程得 :
(

m + k 」 ( mtk 1 > x
* “

+
0
:" ⽒ 0 ( m + k ) xm

" -
m '

0 。
daxm + k

= 0

合并得
c :

0

ak [ ( m + k < - m
^ } xm

+ k
= 0

i ↑ ) 对于 k =
0 , Go 为任意值 ( 90 ± 0 可满⾜了

( ii 」 对于 KF 0 必须的 k
= 0

综上
,

φ 1 ( 《 |= G 0 x
“

,

同时也有 b 《
[ i - mtk |

-

mz
]

= 0 : BoFo( 任意 ) brm也任意, 其余 ba =
0 .

故

φ a | x ) : box '
m

+ bin Xm 与 φ , 类似
,

可雀略 「 要求 m 为整数)

⽬标是求出两个独⽴的解即可 者法= : 或令作 ( x ) = Axm ( nx + 的 xx
-

m + k

代⼊⽅程求解Yz)

例 2 : 求解凹阶塞尔合程 : Xzy "
(

x ) + XY ( x ) + ( xR - m
^

} φ ( x 1 = 0⽒ X 0
= 0 邻域

P ( x ) = 成
,

q ( x ) = 1 -
☆

x 0 = 0 为⽅程正则奇点

因此仍有 3 . :
m , s :

- m

y , ( x >= …daxmx代⼊原⽅程 先看 xmtk ⻚系数 : Gc { m + k ) ( m + k " ) + aalm + k 1 - m
<

ak + Gk . z = 0 ( K ≥ 2 )

x
“

项系数 ; a 0 m ( m 、 ) + m - m
"( ) : o 显然恒成⽴ ( G 0 F 03

xm
*

增系数; a 1 ( m + 1 ) . m + { q 1 ( m + 1 ) - mia , = 0 ⇒
a
, [ ( m + 1

)
' -m

2 ] = 0 ⇒ a 1
= 0

b从 xm
=

即 k = 次开始存在递推 ,
并且 G ,

= G 3
= a 5 … … ∵ 0

递推关系 : Gulmit 2 km + k
Ʃ
- m

2

) + Gk . 2 = 0 : Ha
=

K ( ktzm) GKa : d
2
= (+ m } do ,

a

4 =
' 41 G .

4 +2 m )
=

24 xc × sz+ m 3 itm) a 0

( - 1 )
<

↓ ⽽有 Gak =

z
2 ^

k! ↓ ] [ ( Hm ) ( 2 + m ) … ( K + M
)Go 以及 G 2 k +

= 0

P 1 + x ) =λ 「 (出利⽤性质 , ∴ Gak
: "

)

k T (

m "k ! ) ( + m ) < tm } " ( ktm ) fihay Go =

2
ze

, k !
plktmaylish az

我们义 :

以 3 - 1 )
k

萧 ? i为 : gnxl :
-

ainithis☆ n" 篮
riasmth " , 1

☆

iminae :"plpimi , i
ma …

: 0 1 k !T ( a + m+t )
( Ʃ]

m + zk

为 Bessel 函数

记为 Jm ( X )

=G。 Jm ( x )

Y , ( x ) = boJ
.

m < x ) = bo
。

"

pik- mty L ☆ j - mezk ( m 为⾮整数 )

若 m 为整数 ;

c ( xs = A 4 , ( ax + 的 …
"

bxx -
m * "

÷ Nm
(

x ) 得到的解极为复杂 ⻉塞尔⽅程求解
综合有 y ( x ) = C

.
Jmlx 3 + CrJm (xy

我们也可以定义 Neumann 函数: ;
m > o含若 x > 0 , 可得Jmx ”(

Nm ( x ) :
Jm ( x ) cosm π

- J - m (yM为⾮整数
,

〉 , -m ( x 3 >∞

Sinm 原

Nm ( x ) ) 的

则有 } ( x ) : D
, Jm ( x ) + B 2 Nm ( x ) 如果要得到有限解 , 刚 J, mix 1 或Nm ( x ) 系数为 0

. )

函数

「 ( x ) = 」
。

"

t
" "

e
“

dt 宾义试 ) 性质 : ↑ 1 x ← 1 ) = × T ( x )

「 ( E ) = Z 芯 [ ( H ) ” ( 1 +化或者 「 ( m ) = ( n - 1 ) ! ( a 为整数 )

π

= Ʃ eaZ 莎 [ ( +☆ }
"

e

π
] P ( 1 -x ) [ ( x ) =

sin π x

其中 5 =
i
器 ( / fi + … + 的 - ( nn 以为欧拉常数

B ( m , ns =

P ( m ] Tin )
= J

0

xm " ( r

- x ) ^
"
dx

得可⼀些性质 T ( k ) =λ T [ ☆ )
「 km + n ]

代⼊为得 [ o ) ”⼼= 1 则

发现 λ≤ 0 且 x 为整数时
,

↑ ( x ) 均发散

固此需要推⼴ z ⾄ Yz ( x ) = AJmlx ) lnx +
a :
0 bkx

- m + k

,

m为整数的 Nm ( x 了G

接下来求解中的系数



不妨对 z 求导

g☆ AJi 的 lax + AJm . π
+ a =

b

,
<

( - m + k ) x
- m + k

-

1

gz
"

: AJm
"

lux t Ʃ AJm ' × - x ☆ Jm + k

:

bu ( - m + k } ( - m + k
- 1 ) y

- mta ”

,

全部代⼊原有的 Bassel ⽅程 x
^

y
"

( B 1 + xY'
"

( x ) + ( x
=
- m

^

} Y ( λ } = 0

整理得 :

最终解得
g . ( x ) = Am 1 x ) : π ( hi + ( ) Jn × " 元品

" ⼼ …

器 (
☆

“

"
)
会

( "器( num )
; ( 1 tiT " T ☆ ) ()

- mizn-

- 元
n . m

(

. 1
> a "

b ; ( m . m ) !

( + i + "+
n - m ) ( j -

m ← zn

m 为⾮整数时 |Nm ( x ) :
Jm ( x ) cosm π - J

. m
( x 3

取 m , 整数的极限再⽤洛⻛达
, 得到 : 者等价

,sinm π

最终 Y ( x ] = C .Jm ( x ] + ( zNm ( x 3 为⻉塞尔⽅程的解

当为 50 时 1Nm ( x 31 的
、 若包含汽轴时为有限解 , 则 ( 《

= 0
.

⻉塞尔⽅程的解

( 期末考试原题了
x

3

y
"

[ k ] + λ y ( x ) + g ( x ) = 0

x = o 为⾮正则奇点但仍然尝试使⽤被数解法
令 Y ( x ] =

k: Gaxs
+ k

则有 φ ( x ) =

k : 0

↑

Gk ( stk > XS
+ k -

1

y
"

[ x ] =
x : 。

{

p < S + k ) ( Stk - 1 { ☆
s + k …

,

代⼊原⽅程 :
的

Ga
< s + kJista1 } Xs

+ at "

+ πGK( S + k ] xs
+ " 5

0
:
Gaxs

+ 0
= 0

讨论 λ
”

I 增系数有 G 0 b tQo = 0 由于 60 F
0 , 则了⼆ 1 假设 x

” 为最低次幂故 a 0 f 0

讨论 xs * 增紫数 : G
0 ( 1 ) ( - L ) + d . 0 + Q ,

= 。 得到 G
.
= - 2 G 。

讨论⼊项系数 ; a ( 1 sc )

"

mm m + am
. m

+ a m+ 1 =
0 得到递推关系Gm+ r

=

- m" } (
mYm
←

Gm

发现 2 :
0

, 则此后所有 Gm 均为
0

: φ 4 了 : 战 , 2 ⽒ 0
= - Q 。 ( 2 ⼀成了是⼀个有限解 ,



S 9
.
4 斯图姆⼀刘维尔本征值问题

岗 [ k ( x ) 背 ] - q ( xsM ( x ) +ββ< x > Y ( x ) - 0 ( 0≤ x ≤ b )

即 K ( x >
y

" ( x ) +
k

' ( x )y ' ( x
) - G ( ) Y ( x ) +λ P ( ☆ ) Y ( x ) = 0 加上第⼀ , ⼆三类⻬次边界条件 不构成 gturm - Liouville 本征值问题

或者周期边界⾃然边界条件
对照 y

"

( 《 1 + P ( x ) Y " ( x ) + q☆ H | x 3 = 0 的形式 (边界有限 )

可得 P ( x ) : ☆
,

近 ( x 1 =

λβ ( x ) - q ( x )

K [ X }

( I ) a = 0
.

b = 1例 例 ( 区 3 µ= 1 . b :1 P ( x ) = ⼀器 ,

q 1 x ) : 品
K ( x ) : C

, q ( ☆ l : 0
. β x) = Cz k ( x ] = 1 - x

2

, q ( x ) = 0
.

β< x 1 = ) x = cosO , 1 ≤ x ε 1 为⾃然边界条件
。

则有 y
"

( x ) +↑ Y ( x ) = 0 则有岗 [ { 1 -
x

^ )
☆
] +λ Y × 1 = 0 是⾥的正则奇点0 :

{
y ( ∞ } = 0.

Y ( L ) = 0 [ 1 - X
^

] y
"

- RxY ( x >+λ Y 1 × 1 = 0 legendre ⽅程

) λ= ( " [
)

: yix >= sin x } λ= ( " t 1 } : Y 1 x ) - Pix ]

⾃然边界条件 ,

即 ( x 3 边界处或代 ☆ 边界处发散

边界这本身是程的奇点( 受散 )
,

但在⼋的作⽤下 则 《 ( x )
边界处

= 0

加⼊了对解的限制 , 最后得到有限 并且阶数不能太⾼ , 否则是⾮正则奇点

g - 上本征值问题的共同性质

K ( x 3
.

E ( x ) ,

β ⼊ ) 均 : 0时当 共同性质的前提条件

( ) 若 k ( x )
,

k ( x )
, q ( x ) 连续或最多以 x = a

,

b 为⼀阶极点 ( 边界 ”

则存在⽆限多 ☆ 本征值 λ
, ≤λ r ε ⼊ s ≤ … 对应⽆限多个本征函数 Ψ , x 1

,
Y % ( x ]

, φ 3 ( x ) …

( 2 ) 所有本征值 , n 201 原字程⽤遍乘客项 ,
补 a 到 b 积分再分析 )

( 3 ) 对应于不同本征值⼊ m 和 λ⼼的本征函数 m 和⽉在 ( a , b 了带极重必正交 对于归⼀化 Ym ( x ) 和 Yn (x

即 1 ym ( x | Mn ( x ) β ( andx = 0 ( λ mF , hn ,

mFn ) l " ymgiaiomax = fu …
… {

…

…… )
Kronecker符号 C

证明岗 [ kaa ) ddx ) - qcxsYul
" ) Yn

" +λ mo ( ) Ym ( x ) = 0 L

。 [ k " dx
)

- q ( "yxq + ⼊ ^ g ( x = 0 …

"

… …
…

= ⼈ Ym - 3 xYu 得到加岗 [ kYmi ( x ) } - ym 岗 [ K φ m ' x 1 ] +<λ m - β u ) P ( x ) } m ( x ) yn ( x ) = 0

再逐顿外⼭到的程分 ;

0 - 1 a
"

T G . 花 < 《 Ym ) - gm 岗 ( k 4 n " ) ) + lim -huslapymUndxdx

= K ( x ) ( { m ' ( x ) Yn ( x 1 - Yd ' ( x ) ym ( λ
)

}

a " + ( λ m - λ n 3la ☆ ym ( x ) gaid ☆"

第⼀边界条件Yu ( x ) =φ m ( λ ) = 0

端 第⼆类边界条件 乡 m " k ) = φ i ( ☆ ) = 0

点 第三类的 ( SA +4 m ( x ) = 03 Ym (x … 由叫 ∞必世界条件 四种情况的蓝⾊部分全部为0
,

⾃然边界条件 K < X '
x : b

= 0

最后由于 λ mFn ∴ 只能有 1 a01 × 1 ] m ( ☆ ) 叫 ( x " dx = 0
. 01 x )带权重

”

( 4 ) 本征函数族 Ym (* { } 是完备的 f ( x ) = 的 fn φ n ) ←≤b 右边皱数称为⼴ × 傅⾥叶级数
.

fn 称为义傅⾥叶系数
下⾯分析展开紫数如由于级数绝对旦⼀致收敛

, 可以逐项积分

等式乘上 Px 1 Mm ( x ) h a 到⼝程分fatulYmCyP ( xs dx : n

: jP

tr fa
'

yulxl Ymlx ) Pixl

dXfml yamcu ) Pcx " dx

mFn 时根据性质 ( 3 ) 程分为 0

Nm ~ ( 模 )筛重 ”

m = n 时令其为 Nm

最终得 fm =

Nm
的 la

"
f ( x ) Yu ( x ) β ( x ) dx

(

yuixs : hiGn ( x ) 称为归化的单位基量 」
a

"

(Y ( x ) ]
'

β ( x ) dx
= 1 ,



复数的本征函数族Plussl
, 复共轭将 i 改为⼀ i

为保证模为害数
.

定义改为 : Nm ' =
1

a

ym ( x 1 Ym ( x) 1
↑

pcx ) dx

交差系改为 : Jab ym ( x 3 [ Mn ( X 1 ]
*

β ( x ) dx = 0 ( mfom )

因⽽有 1 ym ( x ] [ Yn ( x 3 ] *
β

[ x 1 dx = ( Nm
=

gm
, m

fm =

NJa f
(
x 3 [ Ym ( x ) ] *

β

( x ) d × 座傅⾥叶系数



数理⽅法 I ( ] - 可章了回顾

1 ) ⽅程 ( = ) 边界条件 [ 三 ) 初始条件

utt - a
=
{ u = fsr

,

ε 3
,

1 H - = 4 ( rit
)

1 Ht - Bou = f ( i
,
ε ) 2 UB Ʃ= 4 ( r ,

t 3 ( 四了定解问题

Ou = f ( i
"

) 3 H + KBU
Ʃ

= Ψ { r ,
t )

4 ⾃然边界条件 存在性
,

唯⼀性稳定性

5 周期边界条件

6 其他边界条件

解决⽅法

1 边界⻬次化

通过变换使边界⻬治化

⼯假设⾼程⻬次 ,
求解⻬程本征值, 本征解

3 ⽅程两边⽤本征解作傅⾥听展开

千代⼊初始条件得到待定系数

5 讨论结果的合理性和物理含义



24-25 秋冬数理方法 I（求科强基）期末

回忆卷

一、(30 points) 复变函数

1. 试取七个单位复数，使它们首尾相接可组成一正七边形，分别记为 zk(1 ! k ! 7)，并求
6∑

k=1

zk

2. 求出复变函数 f(z) =
ln
(
1 + z2

)

1 + z2
的所有支点，并画出割线。然后求解积分

∫ +∞

0

ln
(
1 + x2

)

1 + x2
dx

3. 利用 δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
cos kx dk，求解积分 I =

∫ +∞

−∞

sinx

x
dx

(提示：F (ω) =

∫ +∞

−∞

sinωx
x

dx，F (ω) 可导，I = F (1))

二、(15 points) 细杆传热问题：初始条件为：u(x, 0) =
u0x

L
，x = 0 端温度保持不变，x = L 端绝热，试

求细杆上的温度分布 u(x, t)

三、(20 points) 一根杆，长度、质量密度、横截面积、杨氏模量分别为 l, ρ, S, E. 杆的一端固定，另一

端与一根轻弹簧相连，弹簧一端固定在墙上，初始时弹簧自由伸长。用大小为 F0 的力拉伸弹簧，突然在

某时刻撤掉这个力，引起杆的纵振动

(1) 写出定解条件

(2) 证明不同本征函数之间正交

(3) 求解定解问题

1



四、(20 points) 边长为 2a 的金属正方体中心有一个带电量为 q 的点电荷，求解正方体内的电势分布

（提示：可利用 δ(x) 的 Fourier 展开，例如 δ(x) =
+∞∑

n=0

an cos 2n+ 1

2a
πx）

五、(15 points) 对于厄密方程：y′′ − 2xy′ + λy = 0

(1) 将其化成 S-L 标准形式

(2) 使用幂级数法求解

(3) 讨论其解退化成多项式的可能性

六、(20 points) 附加题 对于圆环坐标系 (r, θ,ψ)，我们已知该坐标系下梯度算子的形式是：

∇ = êr
∂

∂r
+

êθ
r

∂

∂θ
+

êψ
R+ r cos θ

∂

∂ψ

求解该坐标系下 Laplace 算子 ∇2 = ∇ · ∇ 的具体形式，并考虑在圆环坐标系下对 Laplace 方程分离变

量。（原卷上是有圆环坐标系的示意图的，我懒得画了，这些信息应该足够做题了）

2



期末考试讲解

曦耀曦正

{⇌
⼀

l
x = a

: H
x = - a

= 0

计 y : a
= Ug : a = 0

H
2 : G

= ⽐
z = - a

= 0

已知⼝ 。 ☆ ⼆
”
。

→

E = - B H

∴ Δd = -

"
i 0

=
- { δ ( x ) s ( y ) = f ( )☆

。

β 表示电荷量
、

⽣表示神荷密度)

U ( x
, Y ,

E 1 =

nm
,
ko
Amminosan

← "

a x - cosczm☆ Y . cogczkt器 E 2 ⽬的就是解出柔数 An
. m

, k

{ ( x ) : nibncoscan篮 x δ ( x ) 的 Fourier 展开

利⽤基的交性
、
等式两边同时积分

J
.

"

z ( x ) cos ama x dx = J
. a

"

"bn Cos <
2 " a

λ . cog zm+☆ xdx

即得 : 1 = :
0

bu
l . og <

2 n ←

a λ . cosccom ←

axdx

展开得 1 = bn - a ⇒ bu =☆
正交性 。 有 n = m 时积分不为 。

故有系 (* =

n
=☆ cos( ☆ ☆

同理也得 δ . 8 ( .
(

9 ) 2 )

代⼊式得 :

∴ ∠ H =
- ☆

a
m

,
m
,

k
[

os (
an +☆

λ . Cog
{ zm

☆ ψ . Cosczk☆ E 3

联⽴式可得过求两次导 )
∞

nimikio "tHmimisian 1
π

[P +
{ [ (ama ] ' + [

zax +
)
π

) } cos ) cosC ) CoSt ) =
- da 3

n , m , ki 0
Cos ( 1 cos ( ) cos ( )

若要等式成⽴ ,

应有 :

An
, m

,
k
= 器

a
; aa

"" πlP +{ [
《 m☆ ] + [ zalkπ 了 }

Am
,
m

, k = [
ε 。 a

「 ( 2 n " } =+ ( rm + 1 )
i

+ ( zk + 1)



撤⼒后视为⾃由端

Fz 下
,

胡定律; ⼆个丝⼆丫什 x
< ,⼈ ?
1 x + 0 x F = SYUx ( Y 为杨⽒模量了、

Fi - Fz = OxSPUtE 代⼊ F 表达式得 ;

s
"

lHx
xtox

- SYHx
x

= CxsPHtr ( ij

移项整理得 ω tt - pUxx = 0

接下来分析边界条件 ;

r

1 右侧不受⼒ 「 ⾃由 3 F ,
=
0 即 O

- SYHx
x = r - < x

= CXSPUtt 此处实际是将 i ⻔的⼀般式特殊化
,

代⼊端点的情况

F ,
=OF2 最后令⼊了 。 左在均应 3 。 在处理时令 Δ× 70 得到边界条件

□
xs

'

xi . x 即得 Ux x = l
= 0 右侧边界条件

2 左侧连接弹簧
,
需要考虑端点处形变产⽣的弹⼒

F 1

…
。 …

…
F ,

-

Fx : 0

: OxsPU ⽐

F :ku
{

同样是代⼊具体情形下的两个⼒⾄ ( ⻔
x - 0 x

再令 × 70
x = 0

Y☆ U ×
x = cx

+ kb=
x = 0

= cxsPutt

最后令 Cx > o 得 Hxt步 )
x = 0

= 0 左侧边界条件

综上
, 定解问题为 :

Ht ε - a
=

Hxx = 0

1
Hx +HH )

x = 0
= 0

U * x : 1
=

0

U
t = 0

= F
,
x

Ut t =0
= 0



( ) ÷ ( rGr θ .
φ ) = R ( r 3 巡 <⑩ ] <φ ) = R ( ) Y ( θ .

,
4 ) 分两次分离变量

OV + kir = 0 、姆霍兹⽅程

O:0 π -4: 02 π

( r , o
. 43 Ʃi

,

eo
, ef

促

由图得 er , 0
, 0 ) ee 10

. 47
.etiy

“

⼩” 总各个编导数为 :

鸡 。 器 。 对 。

点 : eo

7 = er tea ☆ t ep'rsind
昆

重要算⼦
0 = 7 . 7p =

γ
i ↓ ( " 了 + r

- sin
'o 淼 + resinθ 品 ( sino 品 )



第⼗章球函数 对于特殊边界
,

选取适当坐标系

使得边界容易分离变量

⻦ 10 . 1 轴对称球函数

stepI. H = 0 或 OH + K
2

H = 0 ⽆论是否客次都告视为⻬次求本征函数
Δ

在球坐标 ( v
,
θ

, φ ) F 分离变量 HCr , θ
, Ψ ) = R 1 rs ↑ ( θ . Ψ )

对于⾮⻬治⽅程
,

只需要两个变量的本征值本征函数
,

剩下⼀个保留⾮⻬况两边同时展开 。

: “ 别 + …sin叔
…sino( so ) + ku = 0万程为 :

同乘 r 并整理 :

⽬除ouprs ↑ ho , f ) - "

A "
6

) + Lu 1 R' l " +hrpPn (
) = (io 花 ( sio % 1

+io符 Ylo , e )
= - λ= -

elXThkm
+ nknTiipy) " 04 + ii ☆ ( " ☆ 1 +☆览 ↑| k <= 0 从⽽将Y ⼼ , φ ) 秒 Rr ) 不初步分离

,
( 只能取整数

(RiA )

分离出变量
、

两边都等于常数
,

7 1
" '

k

" nntark ' c " tbip ' - luln " ] kRr " X

"o (ino ☆ ) + sinoooy nt
L 1 + ( ) Y / 10 , φ ) : 0

,

1 γ= 1

考查式再 ☆ 分离变量 ↑ ( o . 9 ) = A lo 1 Ll 4 )"

sino do ( sinod☆Ψ ce )+ I "
s

4 ) ⑩ 01 + llh " sinnDn ⼼ Lie '
02

即 :

整理得 : sin θ 0 ( sin
θd 品 }

+ ( 1 + )

sin①①<① ∴

①
“

4,

⼆ 《三河可进⼀步证明 ( 根据周期边界条件 )

进⼀步得到 :

OI
"

、 Ψ 1 + m
☆

[ ( 4 ) = 0 3 [( ψ ) - Aon Cosm 4 T }msinH φ .

{
st }

,

sin ☆ 品 ( sim θ
d⿏ ) + 「 ( ll + 1 } sin

2
θ - m

^

] ⑩< 0 ) = 0 帝合勒让德⽅程
⇒

令 cos θ= x θ:0 ≤π
-

x<- 1 ≤ 1 - Sinod θ= dx

上式等价于 -

si 器☆ { - s “ 品⿏ ) + [ ( l + } sin =θ - mP ] @ ( 01 = 0 即 r⼩岗 [ ( - x
)

d
⿏] + [ l ( t 1 ) [ 1 - x

^

" 1 - mi ] ⑩ ( x )
=⽤ λ 表示 θ

同除 d ( - λ^
」

并展开 :
{

- x ^
]

④ "
(

x ) - < x ⑩ " , n ) + [ ( ( + " - 品 ] ⑩ ( x ) = 0

于轴对称球函数: u
( 0 , O 1 与 φ 元 F⼜有IL ψ 1 : Amcosmp +Bmsinmo ,对于轴对称球函数 : ( 1 - x

^

3 ⑩ ( x

)

" - { x ⑤ ( x >+ ( ( + 1 } ① ( x ) = 0
.
☆≤ 1

只能 m : 0
, 才可能⽐与 4 ⽆差可得左边式 。 勒让德⽅程

考虑像数法求解
。 对照标准形式 φ

"

( x ) + P ( x ) φ " ( x 1 + d ( x ) φ< x ) =

0 t 4
,

。

P ( × 1 : ⼀恐
,

ε ( x =

“

筋

故⼊⼆ 0 是常点 , 收敛半经猜想 R : 1
,

( 可证明 ) 不妨令 ⑪ x 1∴ … a < x
“

⑩
"

( x 1 =

k : r

Q . ( k - 1 ) kx
( - 2

ki 0

⽐

c + 2 ( K + 2 ) ( k + * 1 ) XY
等价

由此返回可证

代⼊上式得 : ( k + 1 ) ( k + 2 } Gkt ε -
( 1 k - L ) ( k + ( t 1 ] Gc = 0 即 Gk + r

:

( k - ( ) ( kt ( t 1 }

( kt 1 ) ( k + 2 )
Ur 只需要 G 0

.

Q , 已知即得 ⑩ ( 《 ) = 代 0 φ 0 ( x ) +代 , φ ,
( x ) 收敛半径为 1

若 」 为整数 . 则⽐ ( + 2 =① 可能部退化为多项式 ( 40 ( " φ , x ) 存在⼊上 1 出的有限解
,

且是 x
”的多或最⾼公幂只有当⼊“ “ + ) 时 ,

才

all 了 !
da =

( <+ 1 ) ( k + 2 )

( k - l ] ( k + ( + 1 )
Gk + r G .

=

("
iui )

趴

⑦

∴ : a

: ( k " " (

k | - r 1 < k + ( - 1 )"
a "
:

( ( … "
☆ " "

☆ 3 ( z " z (
l
!归纳得
Gizn

: LCl

1 ) ( l - 2 ) …

hroktYaikli
23 , . 2 X ( aln 1 ) ( adi 3 } : cah - ckey )(

Ehl )" )
"

z 《 lip

进步整理Uuck =
( 1 ) k

( a - zk > " k

! 2 l
(
r - k ) : ( - 2 k) ! 故

P . ( x ) ÷ 0
: 0 }

( - r ) zi
- zk) !"

。
^

ki ( vk ) i ( r 1 ) ∵ 为
(
v 2 ^

定义为勒让德多项式的 、 退化后的解 )

P
. < x 3 =

a ^☆ x必即为勒让德多领式的定义, 并且根据⼆项式定理
,

还可写为
|

%
( 1 ) = 1

.

P
,

( λ } = λ
. P = ( x ) = { ( 3 x

=
- 1 )

5 ' Pux 1 Pa ( x ) dx = { %, kii" 同理 J
。

"

ilcosos Pa ( cos θ ) sindd θ ≡N ^δ权重带权重正交
”

”

多种等价的表达⽅式
Pelx ) =

ari !呢 ixy … 再利⽤柯⻄公式 :

f

( x ) ":
⼿ ,d 由此得 : R ( x ) =

2 π i . n

」 z - x} <
n (

z " "
dz0 有多种路径但结果相同

回只 x 奇数时 P ( x ]奇函数反领

上式可令 Z = λ+|λ z 1 eix

接上 ,

落可以多变
,

但只要包含主 : ⻛点

例 :

拉普拉斯积分 最后的结果保持不变 X 偶数时 ( x )偶函数

即 Ʃ - λ= ( x Ʃ 1 eit

P{( ☆ ) = 元 1 。
π

[

x + 1 x = - 1 Ʃ ( eil + eix )
(

dt) 总结 : P内 ) 有三种主要的表示⽅法 ,

= 元 S
.

cosotisinocos ψj^dx

=层 ( cosO )

但结果相同 。 可以根据题⽬选择

P . ( x 1
= is]

k : 0
( - 1 ls heizkld

' ksdlkldhleb ) , x
'
Y

JIex
) - csi

!dt , xa - ) l

P . x 1 = z

π iiigia
"

感xpe
1
dz



( 1 - λ^ ) H
"

[ x ) - 2 xH ( x 1 + ( |+ 1 } D ( x 7 = 0

本征值⼊ = ( ( 《 t 1 ) 为整数根据⼀ 《 本正值问题(

本征函数 PR ( x:

⽆穷 ; 本征应完备正交乃函数

f ( x ) =∴
"

t

.
P
.
( x ) ⼴ y 傅⾥叶级数展开) 利⽤ 」. i P . ( x ] Pk ( x ) dx =Nisi

, k 的正交性

上式乘以 Pu < x ] 并积分 : { i + ( x ) Ba 1 ) dx = 。 fuJ . i Pilx ) Pk (x 1 dx = faNal
3

fiu = Niel Ji tlaPal ) dx也即 fr = NiJ ,; fcx 1 Pinx ) dx

下⾯计算 N 。 ( 勒让德多项式的模了 需要收条件序顺换这 )

N !
t
= zce

{ i Pix 1 Pa ( x ) ax
L

:
v '! J

,

; d ' ( xe - 1

lx
Pacx ) dx

'

: +

"

( .

, i δ ( x ) P ( x ) dx

z
"

n
! ) i ☆

d " " "x…Patxidx
此时的正交性变为 :

z
< i : 」 , i Pa " x "

d
{

d… … )分鄂积

: zii I Palx )

d
"

x " " …

" !
.il.

id " x"… , dpacx ) } 1

」
。

"

PRcocO ) , Pa( e 10 ) , lino do =Nis “

叔重
PK

'

sa ] dx=

球求阶导仍包含乡所此演为0
,

只看右侧项 : ( - 1
)

z
<

. i ) i简 , ( x
=
- 13

<

Pk
'

( x ) dx

:假设 ( K"
↑aii! 」 ,

i Hx

叫
c 2

( xl + 1 ( P <
"

( n )dx规律

= ( - 1 )
↑

2
…

.

i | i d筋←π
[ x - 1 ↑

]

ix 1 dxu

: 1 - 1
)

↑
lii Plccd

"

」 i
d背o "

( xv- 1 ) ldx

iok 均为 。

同理 ( 3 k 时求积会有 《 “
.
1 积分为09

但 ( : k 时上式 = ( " 1
" ziliPi "( , i

(
y ^

-
) ^

d ☆ 中pcx
) “

: v。
i 岗 … x

“

"

∵
c ∵

1dzl (xxz :

☆

⼉:

∴ 上式 =

. " 0
悲

!)
i ( x ε - 13

'

dx
.

l = k
,

=
☆

:Ji( ixcjladx
Z

单独取出分析 : 」 i ( 1 - xy ' dx =
{

。

" sin " 0sinodo :
J

。

" sin
+ 10 d 0 =Iy

再利⽤分部积⾦ , Ice 1 =
- S
.

"

sinlo d cosO =
- sinlO .cosO

。

π +
1

。

cosodsin
“

0

= 0

=ll
。

ososin
=

…odo

≥ 2 L J
。

π

1 - sin 'o ) sind
…

θ d ②

: 2 ( ( Ie , - Ialt ) 得到递推关系

递推关系 Iu + 1
: t

1 Ia - … ∴ Iiur
=

"
品 " 1

∵
[

. 显然 I
, =

) ! [ an =

…

" … , v , ( u ∵

a ( -1 ( 1 ! ! < l ) ! !

“

( 21 !

⼼⽔,

反代回 "依 : 次得⼼
' =i + ∴ N

: { H( ( = 0 .
1 , a 3 )

轴对称球函数的应⽤

⺟函数
计 : 4 π 号

。
球对称

.

G 与 Ψ ⽆差
。

⽐ ( r , 0 ) OH = 江录 ( ⼝ ☆ ) + rsinoO ( sino 毙 ) =☆

α

d : 位
3

+ r - aRrcoso/ U ( 5
,
D ) = R ( r ) ⑩ ( θ )

ε

"

rs

"

w .
0

i 4.
"

u " 00 ' - 4 π

sod
' ir + r

- snccoso
, reat … dort - ”

…

“"
…∵

当 「 F ⽬且 θ F 0 时。 ⾕点⽆电荷 。

δ u ( σ
,
θ 1 = 0

, 不同表过⽅式应结果相同
,

|=
k

" r >+ 2 r
☆

" N ) - ( ( ( + 1 ) R ( n ) = 0 ⇒Rurs = Air
'

trc
,

< x
ucr , os :

0 '

irspicoso ← 由于申势在 「 = 0 ↑☆ 然有跟 : Bc = 0
.

1

解必能⽤本征函率数展开
,

∴ , u (
r , θ ) =

彦

A
< 8
l

P ( coSO ) = IRitra- zrRcoso
Pccos θ ) 花球坐标下完⻆

,

正察 令 θ : 0
.

cos θ= ( Pico ) 0 )
) 特殊化

1
… 点 ( 皆 ) ^ : 彦品 1级数展刑注意RrTayloz∴ ⾳

A

,

γ
'
= R

-↑ ( R > r ) = 层
1 管

∴ ; ( Gur , θ
) = :

。

+, R ( cob θ } ( R >γ 条件 ) 着于 γ作泰勒级数展开若

对于单位球 ,

k = 1则有看 l
P
(cosD ) = 1

+ r -
zrcoso 系数即为 ( ) 勒让德多演式

因此称为勒让德罗演式的⺟函数



lgadre ☆

式的臀品 ↑ “…“

彦虑⼝ …
…
∵

,

Rr + r 3
-

aRrcoso =

当 , R = 1
时 1 + r = -

zr = "
r

"pi < x )

, r叫⺟函数公式
x = cos 0C S

递推公式

两边同时对 γ 求导计算递推公式 同样也可以对两边求导
r

. Ʃ ( |+ vc - zrx
) Ʃ

( z γ - 2 x ) =

0 : 0

"

( rl "} ( x )
)

( 1 - Irxtrr
) 3

n

= 1 :

0

γ
(

Pci ( x ]

⼀沉项进⾏分拆 。 ⽤原式代替 。 左边 : ( 1 + r =
-
zzx ) "

(

x - γ 7 ∴。 γ
(

Pi 1 x } 两边同乘 ( rzrx + rY 得品vxtrr )
n

= ( - zrx + r ^
) c =

0

z
^Piix

∴ : 1 式变为 : ∴ " xpx " -
r "pax 」 = [

N

← "
P

(π - 2 x ( r " P ( x ) +
(
" P "x ) 代⼊上式得↑ 的

r
< B

, ( x ) = ( - rx + r
^

) ∴
。

↑γ "

Pi " x )

分析 γ
"
项数 ;λ Pk - Pk - 1 = (

K - + 3 Pk - + - Ck λ Pk + [ k + 1 ) Pkx 分析 γ
k *

项系数
.
得到 P < ( λ ]

= Pki ( x 3 - 2 xPk ( x ) + Pai ( x ) ( k = 1 )

递推公式为 ( k + " ) Pk+ …Ʃ k + (] λ Pk + KPk - 1
= 0 并且 Po = 1 .

P , = x

{
此外还有公式 ☆ K) Pc ( n ) = Pk +i ( xs

- Paicx ) ( k : 13

同时还可能加减消圆或整式求导

实例应⽤

cu = fio器的轴对称与 Ψ 号
X = EosD ⾃然边界条件⼀

先假定 Ʃ H = 0 Q = R ( 1 } ⑪ ( ☆ ) 盒 x =ε esO 代 ☆ 得关于 θ 的⽅程 : ( 1 - λ
」

" "
(

x 1 - 2 ☆ H ( xs+ M " ( x 1 : 0
.

[ R : L ( 1 + ) ]

根据本征值 : *
( ☆ ) = Po < xs U ( r

, θ 3 = ⾳
R

( r 3 P < coso )即 ,

f ( r , δ ) = 意furAPilcosD ) 得到⼴ * fouvier 级数展开
,

1 式代⼊原⽅程 : r
的品 ( 「

=

烈 ) + resin☆ 获 (
s

器☆☆ ) = f ( r
,
0 )

得到 : ☆ … ” ” “ 谈⼼ … :⼥。
(

P : 《 s 0 ) Rcaoso)

: 江⿏ ( 8
位“ ( - “

品k ( r ) =+ y
,

展开即 k
"

( r >+ } R ( r -
《 符

R ( ) = f . ( r ) ⽅程可解 R ( r ] = Ac ↑
(
+
i
3 cri的⼗ R特通常利⽤中⼼有限⽆穷远有限

[ 红 ) 转动坐标系后 ; ; 9 : 4 π E00

E

<ψ= - ε Scr - % ] B - [ : β ε 。

*

Q = 4 π E 0

, z

< r

θ

u ( r ,
O ) ①

r 0

= 有限 D . B =β。

=
0

∴ … Hwe 的有限,

B = E ⼝⼀宝 BU

<
x

U
r = G

- = Ur = a + Br = ⼀台背
r = a …

: ⼀怨 z = a +

,

」
。
1

。

」

.
" p

<↑ ) g = sin θ drdpd θ , Ag ( r - B ) s ( x - 1 ) = q 1
A

分成球内 。 球外两部分

U ( r , θ )=
"

Ri ( r 3 P 。
< col θ ) Z ≤ 9 原有条件 : σ H = 谎

p
<δ ( r - D > g ( cos θ - 1 ) : 意

(

Rlcosouf

he l 0 ro 1

:
v : pdblpocose,

rGlel , os ;vi ∴
o☆ , Pudo 1p

, tr - eapoo

∴

: t . =

利⽤衔接条件 r = a 时 )( He r : a = Ui = a

并且 R : ( N 3 = A 1 ↑
i

+ Bizli
,

[ 关于 γ= 0 或 r →∞ 时取有限值 ) □
0

⼀部分电势由于球外点电荷 , ⼀部分由于球上感应由荷
,
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2 连带 Legendre 函数

☆ H = 0
,

ψ r , θ ,
ψ ) = B ( a ] H ( O ) Ψ ( φ ) u 1 r , 0

. 4 ) fer , o
, 4 )⼆ 9 周期弯界上⾃然边界 , 可以构成本正值问题

份离变量得到 :

I"( 4 ) + m ☆
(

① ) =0 . λ 有周期边界条件 Ψ ( Ψ+ 距 ) =Ψ ( 4 ) ∴ [ ( Ψ ] = Am { immφ+ n Cosm φ ( m 为整数 )

cos = B0 rx
^

( ) +
"

xrzx " ( x ) + l ⼉⼋篮( Ax = 0 连带 Legenare函数乏再, 可得

对于 m : 0 的辅对称情况 , 即⻅ ! 节当要求 0 = 0
.
0 万时有有限解,只能为整数,

λ

: (]

对于以 o 的⼀般情况 ;

√

级数法求解
,

出现 AGK + BHk + c + CG 0 + 4
= 0 不容易计算

考虑 H ( xs = ( 1 -
a

]
y

< ⼭ ) 的变换希望简化⽅程

H
'

x 3 = ( - x 2 {
A

H
'
( x ] + 的 ( 1 - x

^

]
A ^

( - Ix ] Y ( x )

H
"

( x ) : (
- x

≥

}
☆

y
"

( x ) + A11 - x '
"

}
A" (

< x | y (x
)

- IA ( - X' ] A -
1

y
( x )

+ A ( A - ) ) ( - xi ) A -
2

(
- 2 x

) ^ y ( x
)

+ A [ ( 1 - X ^ ] A
-

=
( -

2 x > Y ' " ( x )

全部优⼊连带 Legendre函数得 : ( 1 - x ^ ]
A

"
y "

-
4

约 ( - x 2 ]
* xY ' (x

1

- 2 ( - λ ' ^ }
↑ xj ' (

x

1 - 2 A

[ 1- x ^ } AY
+

I 4 A [ A - 1 ] ( 1 - X =
]

A
- "

+ 4 A ( 1 -
x

^
) ,

A " ] x^ y + ( (+ 1 ) | - X
2

]
θ
y - mi 11 - xi

) A "

Y = 0

好处是递推公式⽅便得到1 整理得 :
4 ⽉

x

=
-
例 K1 - X ^ ]

☆→ 应有 4 A >↑ 2 - mt = - M
(

1 - X ) ; 为了同除 ( … ]
仔

m

∴ A = ± 迎即 H ( x ) = ( - x ^ ]
≡

Y ( x )

( 1 - x
^

」 φ
"

( x ) - ε ( u + 1 ) x } ( x ) + [ [ h + 1 } - m ( mt 7 ) ] 9 ( x ) :0 程弯为 1

对 legendre ⽅程求 m 阶导数 :{ < 1 - x ^
]

P [ "
(

x 3 - { ×Pi ' " x ) + llt " ] P , ( x ) ]
[ m )

= 0

,( - xi ] P
,

[ m ]
"

( x 1 :2 { m + ( ) λ {[
m " '

( x ) + 「 ( ( ← l ) - m ( mt " ] Pilm
]
= 0

可得 1 与 2 相同 , 即有 y ( x ) = P [
m]

( x 3

m m

+ ( x ) : ( 1 -
x

^
}
iy ( x : ( 1

-

x
^ )

= Ppi " ( x )
≡

P

: " ( x ) 定义为整数 .ml ) 必须下标⼤于上标

∴
⑩

( x ) = P "
(

x

) = 2 .
i (

1 - xz
}

µ
d

☆

m(x ^ - 1 ) 」 同时 Rim ( x ) =

20. ! ( - x
^

]
☆ d第c . m

( x = … )
(

看起来连带 Legendre ⽅程可以有两个解
。
但只有⼀个能满咱然边界条件 :

P

尽 ” ( ☆ 与
P

( 级 ) 最多相差⼀个常数因字 ,

压妨⼆者相除

P

器( 。

, = - 加
, mo筏 m ( x

^"

anxhl
:ixajtxap'

⽬的是为了得到本征函数 ,

( x
"

)
τ 6 . m

)

= 2 ( ) : ( u - m

) " e 1 ! im )! (

- 1 ) m
=

( . 1 )
m
( 《

+m ! 从⽽⽤本征函数展开得到 Ho )

由此得到 P "
(

x 1 = ( - 1 } m
《

Um| :
Pi
"

( x ) d 及 P {
"

, x ) = ( - 1
] m (. m

" + m ) :
Pi
↑

( x ]

tc , 0 , 41 :∴ md timhn p

"

ceo ) iosme ttin i ) I
↑

cosolsiny

…
:
timansoome t toim incinmeticoed

&
r
=

Rim "
(

) + ErRim
(
r ) -

L ( + ( } R , .
m (

r } = f .
, m

( r )

解出 Rc
,
m

( r )

,

正究性与模

分析 R
“

( n ) 与 ↑ a
"

x ) 的关系
。

( SL 本征值问题 ) L 利⽤了上⾯公式进⾏转播 先看积分部分 , 利⽤分部积分

」
.

i P ,
"

( ☆ " Pkixsdx , Ji P
。

"

, x ( - 1
) m ( 《

k̂ms :
Pi
"

( x , dx

= 」
。

π

P [
"

( cosa ) Pa
"

( cosa ) sin θ d δ
:

zu !
2 , ( -

1
} m (

k+ m ☆ .
ms :{id 筏 m 1 x =

- 1)< d 昆 …
…
x ^

…
1

“

i 品 ( x ) ↑ dddm。“ x “ 州—
——∵

a 喝n( x < 11
k

,

d嬴< "↑ ( - 1i 简 。↓
)

~←筋 … ( x -
,

”

两种不同写法 =
= 0

仅多了系数 - 1
,
以及或导阶数递增 1减

= ktu"k . ms ! 」 iPisx ) ( x ) Hx 如此重复分部

=
k + m"ams

: u +" 多 1 , k

由此验证正交性并得到模Nl"
=

(

+ m? ! [

ms ! ( ε ( + "
上标⼀定要⼩于下标

(时政 )(

接下来进⾏⼴义 Fouriez 级数展开
,

f ( x ) = ? f < P
。

"

( x 3

」 . ifx ) Pk
"

xldx
=
, 晶 f 。 」 ,iP " ( x )Pain )dx = fa

. (

kt
☆m :'<☆ ∴ fk =

k + 1 ( kmk

+ m) : JifuxsPa ^
(

x ) dx等价于 fk=
+ 洲

( *

淡州) ! )。
↑

f ( δ ) Pk
^

( cos δ ) sinodo ,

⽤于展开

\

递推公式 ;

已和 legeadle 多项式递推公式 : ( K + * 1 ] Pk + 1 ( x ) - < k + 1 ] xPk ( x ] ← K|[ , ( x ) = 0

( Ikt 1 ) ↑ k ( x ) = Pai x 1 - Pr -. i x )

上
, 下式分别求 m

,

( m 1 s 阶导数 .

消圆得

[ 2 k + ( ) XPk
"

( x 1 = ( K + m ) Pa ,

"

( x ) + ( k - m + 1 ) Pk + y

"

( x ) ( k ≥ 1 )

⼀定义

义式

转换公式

:

Λ

2 < ( :zk ( 1
) im (

ktmkm ) , { i 筋 ( x
… ," π< " -

1
)dx

…

( 把系数搬进意了 六分的次

☆

们 l

m 不变是因为 φ 相⻓的⽅程确定了 m

三

时确定变化
: 《时才有⾮零值 )

L

四

P ,
"

( x ) = ( 1 -
x

^
)

i

" P , ( x

)]

其中 P ( x ) = zl ! 背 < “ "ag.

P , < p ) = ☆ = CoSO

P
,

↑ ( x ) = P , ( x
1 ; Pi ( x ) = ( 1 -

x

^
)

"Sim ☆
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3 ⼀般的球函数

( - ) 定义

⼀般球函数的分离变数解 ,仍

Y
,

“

( 0 , 4 ) = P
.

"

( cost 3 {
"☆

mef
( m :

… … … … …

…
, … …

)

纪了复数形式解 ;

' }
,

" ( 0 , φ ) : P . cosD ) ,
eimx

(
1 = 0

.
1

, c …

m = 0
,

± '
,

… ←^

」

( = 1 正交关系与模

S
。

*

| 。

π

Ym
*

, 0 . 41 Yc ( o , e )sinodody Pim 与Pi 本来没有交差系除⾮ m = n

= N
。
) ↑

Sm , n δ k

= 2 π
( l +

m
☆ m ) !
a 多

m , n
{ l

,
k 模为 Ni

"

= 算 ,
“ + 1 … "

m) :
( 复数形式球函数的模 ) 但实变形式球函数的模 Ni

"

=
iuπ m1: bmr/∠ b

( 三 ) ⼴义傅⾥叶级数展开
,

f 1 r
,

∞
, φ ) =

u ,
m

A ,
mH )

R

" coso > cos 的 φ 4
{ c

, m ( )Picoso 'sinm变函数形式

以为基展开队
《

osollosm ψ

」
%

」

.
π

f

( r ,
θ
. 41 Pk"

(

cosD ) cosn φ sin θ d θ d φ = Ak , n ( r )
( k +

k
. m ? 2π 同理求出信

,
m ( r )

待求离数,

若考虑复数形式变函

f ( 8
,
②

, 9 ) = Im fim ( r ) Pim
"

ccoso ) eim
φ

基展开找似类同上,

」
。

)

。
π

f

( r , 0
,

φ 7 Pa
"

cosole
imd

simododl φ = fkin ( ) ,
(

k ← 淡

)?整理即得系数 fam ( )

( 四 ) 实倒



第⼗⼀章柱函数

多 11 . 1 三类柱函数

Δ H = 0
mZ ( 3 , ψ

,
z 3 e

, g .

Δ

分离变量 U ( P , φ☆ ) = 涵 ( P } ☆ ⻄ 14 ]
M 环管

代⼊⽅程会得 Ψ
"

( e 1 + m
重

( e ) = 0 : [ ( 4 ) : Amcos 的 44 房 msinm φls .: sy
Htt -

a 2 Hx = 0

?
“

( Z ) -。
µ

{ ( Z ) = 0 ( k ) F = SYHx ; S α x
21

β^R
"

( P 1 - 0 及
"

( ↑ )+) ( Up
>
- m

2

) R ( β 3 = 0
s

Bessel ⽅程

[ 3 ) Lx [ .
- Fz = RSExHta

来源的 β 烈 ) 的背⼩炎 : 0 即系Uxl / , tcx ( YSUx ) ×= PSE ☆ Ut

9 J (s 第 uttS

↓ 对于 12
)

式 , 只要柱坐标上下项⾯为⻬ : ⾏程就限制 µo 即
"

。
( Uxx + ≥ ux ) = Utt

对于 ( 引式
、
若有 U

0 =β
%

= 0 就限制 µ> 0
分⼦取 ! 对于 S 与天 ☆

( 3 ] 式当 µ> 0 : Besse (程
,

⽐ Co : 宗量 Besse ( 程重点考虑 ( ) 式的解 由此为了让收柔数为 1 , 要乘以北京数

品 +β % + ur . 1 p ( o ) ∴…hmanl
) 三类柱函数

令 β : 元

扌爱为 X
^

R
^

( λ ] + XR
'

( x ) + ( x
^
- 02 ] R ( x ] = 0

x : 0 为⽅程正则奇点作洛朗级数展开 .得到 R ( x ) : [ , J 0[ x ) + [ z ] - r ( x ) 其中已知 J
。

( x ) =

k :

0

( - 1
)

" kiPcvtk+ " ( i
) σ

tik . Jr 同理Bessel 函数

(N 。
1 x 1 =

Ja ( ☆ eosw π - J - r ( x )

第⼆类塞尔函数 ( 诺律曼函数 )

Sinr π

当⼰为整数
,

N < x ) :lim… ( T( x ) coNv π
- J- 0 cx 3 )

: Nm ( a ) : G 1 ]
"

π TocomE -JuixPvim
π cosw π

得到 Yz 的 y , lmx+ kBkxm⽐⼆是程的解 ,

Hz
"

( x ) = Jo ( x ) + i /N
。

( a ) 汉克尔函数

H .
"

< ) : Tulx 1- iINr ( x ]

( = ) 渐近⾏为

x13 0 了。 3 》! Jo ( π 1 10 Jo ( B > >∞ ( 270 时 }

!Ur ( x ) >±∞(Wo ( x ) ) ∞
.

L ) X >∞ : Julx ) ~ 元 ( ros ( x

、

z π
-

π
“

]

N . ( x ) ≈ ( ☆ ia ( x - z “ - ]

Ha
"

1 x 1 ~ 我 ei
( x - π . ] 迥的的 ; 赢

Ha " ( x ) ~ 动 ei
( x - Ʃ

"

- 或
,

( 三 ) 递推公式

Jr =

x
1 ) " kiPcoik + )( Ʃ☆

]

N
+ 2 ∞ V 可能⾮整数不⽅便求导 , 要除掉

「 ( x + 1 ) = xP以知 中间推导待补充

焱谈 ) : ⼀丁炎 , @ x
“

Ju" ) = x
^

J0 ,
( x }

)
r π0 丁 … : J

0 "

炎以及 x " JisxitoxJotx ) = x ⼚…
"
,

即 Jua =
- Ji 《 + 步 Josx 」 即 Ji

(

x 1 + } Tu( x ) = J 0 - ,
( x ) 」 综合得到 Jv + (

x ) - Jr . lxs + 2 TV( x ) = 0 ( 包含单独 x 了

J0 + 1 ) - ☆ J π ( x >+ Jv . ( x ) 。或 「 不包含导数 )
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2 Bessel ⽅程的本⾏值问题,

β^ R
"

( ^ ] +β R ' ( P ) + [ U β= - ↓☆ ] R ( 0) :0 顾

若⽐ > 0
. 可令 「u 0 ≡ B

⽅程变为 Xik
"

( 1 + x ☆ " x ) + [ x
^
- r " Rx ) = 0x

R ( x ) = [
,
J
0

( x ) + Ca /Nr ( x ) ?

其中 :
Jux ) :

a :
011 "

,

k : 「 cw +k +|
(

)
N + 2 k

N. x ) :
Jo( P ) > ( o 3 E π - J - o ( ☆ )

SinV π

递推关系 : Ju + 1
( x ) - J 0 .

, ( x ) + IJux 1 = 0

Ju + ,
( x . 我 J ↓< x ) + Jv , ( x ) ≤ 0

( - ) ⻅塞尔与本函数征值问题

⽆穷多个零点 X “

,

↓
对应⽆穷亏本 ( 维值 Mn

^
: ( % ) ↑ R 本征函数

J
。 ( lun " β )

0 ∵∵

爬得fioi∵ ∴ tuIclui" r ) …的
" "

∵…
∵∵

可以⽤ β 作级数展开 ,

对于⽐ ( β , ⽣了问题。 φ ⼈本征值, 另外造趣 β 已找本征值要根据题⽬ ( ⾮常次⾏程
。 假设 β 客次 )

⽐ < o µ< 0 为虚宗量 Bessel ⽅程不存在本征值问题 接下来具体求解 Bessel ⽅程 J0 [ P % ) = 0

1 H = 0 ( ⾃ v + 0 ) 于 ln
' " =

( * " %
)

β= R
"

( β } + PR " ↑ 3 - U
「

R ( P ) = 0 可⽤级数解法
µ= 0

解得 : B [ 0 ] = A β↑+ Bp
- 0

W = 0 ; µ=02

β
d ☆

" 0
+ R " ^ 1 =

0

可得 R ( β ) = 台 ; R ( β>= Con β+ B ( C 0 . B 为常数了

µ 30 3 ⽐ 0
.

3

经过 1 u 0 ≡ x
.

「 变为 "
k

"
(

J + xR ( x ) + [ x = - 0
=

] R ( x 1 = 0x

解为 R <β ) = J0 < [ u β )

( i )第⼀类⻬次边界条件按边界条件⼦ { ii ) 第⼆类⻬次边界条件
极值点

类型分类讨论 P ( P 0 ) = 0即 , 零点
ak "

” p 0 =。
= 0即 与⻔中各点位置不同

Ju ( xn
“

3 : 0
.

m = 1 . 2☆∵ 也存在⽆穷多极值点 , J。 ( λ n
∞

) = 0 µ ,
"
:% = Jr (

*∵ β ] 与 ( i 3 只是形式相同

本征值 µ 。

“

本征函数下
。 ( “
)
(

…

∵ "00
÷ ”

,

递推 : Jo " ( xs = - 0 +
( x ) +☆ }。 < x )

J
。

'

( x ) =
- 个 < ( x ]

( iii ) 第三漆⻬治边界条件

R ( β 0 ] + HR
'

( β ) =00
递推
H 的 ( ”[c

⼀ 三类⻬次边界⽅程

Jr ( / u β 0 ) + H
在 dJ 0 (

的的
Po

J 。 ( 派 % ) + Ha [ - Jr (3 + 。 原(aP ) 0 对应的加
“

含激不同

公 β o
Ja + ( a β 。

)
是不同⽅程的解

即得 T
。

o 1aP0 ) =
00 / H +ω

λ

i ~ ( λ ) =

背 Tr
Ja + ( λ ) 从中可以解出

X . ⼼ " , {两个函数的交点⽆穷多了进⽽ µ

.
“ ∵ 贴

)

⻉塞尔函数的交关系 (仁 )

1
.

0
Jo ( lan' " ' 0 ) Ju ( lum' " ' 0 )Pdf { Nn )

=

gn
. m

极重 ( 河根据量纲 )

〈 三 ) ⻉塞尔函数的模

Nn'"
(

) =
)

。
0 [ J % < u

.… 1
'

pdo
=
. u .

a
, { { x ' .

0

^ ]Jii ( x -xTi
}

。
1

=un
" …

1

jicxi!
.

xdxc
x = iu …el 1. ,

原因了 01 x 0 ) = 0
:

分部积分 zn
…

1 」
。

%

: T 0 lx " ?
i

dx

拥原廓程 !
, uin X

^

J { ⼼ , ☆ -

zui
☆ 1

.

↑

p
"

zTpca " Jicxldx ↑ 1
第⼀类⻬次边界条件 ↑ 。 ( Jiny % , |↑ 即 ☆ 0 。~ ( Jillda " β
。

i ) :iN
。

^
, πyilun "% ) ;

递推旅

Jx
^

0

"

( x ) + xJiix ) + [ x ^ - 0 ] Jacx) 即有 x
^

Jo ( x ) = r
<

Ju ( x 3 - λ^ Jr
"

1 N - xJi < x )

= 第 : 类⻬ :次边界条件⼚ i < x 0 ) = 0

Ʃ ( 0 。

2

- ☆v ,
) ∴ J

。
( ld ." % )

!

2

代换⽬的是凑全微仿 ≥

第三类⻬次边界条件
x 'bhapisad∴ uJx -XTh 'axTinfh

'

yinplhmipdlnplxslisnlftruinirpiix . …d ipi , …thi "" ∴ " )
i ( β 。

←
… +… , 0) ≥ 50 ( / 。 hn … "β 。 ) ?

2



( 四 ) ⼴义傅⾥听级数展开

f ( P ) =

n =

,

" tnJ 。 ( luaP 」

fn : Nnl J
.

0f
( P 3 Jo ( / dn" P 1 β d β

若讨论区间 O 。 >∞ : hn+ " - n

“ )

》 。 间隔⾜多⼩
,

或和变为积分

f ( β ) =
3

.

F ( a ) Ja ( a β hdw
) ⼴义傅⾖叶积分和变换

F ( r ) : 1
.

∞

+ ( β ) Jr C ωβ ) β 9 A

( 伍 」 ⺟函数 7 Besse (函数的⺟函数

e
< z - Ʃ ) : eiz e

*
i =

m

: i

∵∞Jm ( x) ☆恰好洛朗毁数展开系数是河阶Bessel函数

Z = e令⽐上式变为 e
* ( eil- e -

ie ) =
eixsine =m .

n "

Jn lxs eimp
e
* ( a - i

]

= m
:∵∞Jm ( x )

Ʃ 以⺟函数
←

ImsaeblIMhi
' s

=

e
☆
"

a ☆ ) =
e ☆

ca ' s , ehia -

☆

mis "

Tucnia " i % Jab ) z
“

考虑系数相等 ;

Jm latb ) =

k =
-

n "Ja ( b ]Jm - k [ a }加法公式

( 六 ) 应⽤举例

F ' : 9 E ' +qiiB ( 带电粒⼦电磁场中受⼒了此时需要 Ea ×
B

”
0 1B

"

= BoC☆ 静电波 ] . E

:

^ /
ε 。

⼀ →

V = U +τ
"

( 变换坐标系了 ExB ' +uaB] ( B = 0! : = E
.
sin ( kx - ut ) ey pxE - ⼀裴

F
则

: qEsa ( ☆ x 3 ' 3 +q ( [ ' xB ] EXB + UB 1 ) 号号 B( ] 的

”

= 0
:

= E
。 Imei (

. ut ) →k
'

r

→

B . 1B
”

:
ex □

→

= m 品 ( 计为常数 ) 应有 ☆ I ☆ ⽬ U 忙

= [ B
17 = e☆☆+ eyy + C☆ 录

DxE
*

: ik × [ 纵被"

DxB : ⽐。 + 00 。 怨
泓

若能 i 让 E + 4 ( ☆× } = 0 则 ↑= { ( v × B 3 在原坐标中沿 E经⽅向运动且

在新坐标中作圆周运动 P × B : 0 要有 j +ε 。 哦 …们

即 j : i ω l 。 ☆

F=→ qE
+

qi ' × B = m 袋 ciiis B
- E: iKE :

P
令

。

⼀→

taW 3
oy

1

{
e 1 : m 唱 : u 们oe

你叫化的哈下9 “

丝⼼的☆ :

; vy : 品 ( x - 0 ) 2

□

2 代⼊ 1 得 : 装 + W
。

=

x = ε e

( kx - ω t )

u :
= 品 ε : 怨( )

分类讨论 :

( i } k = 0 时 ↑+ H <^ x = { eiat ( 受迫振动 , 解只取廓 ☆
0

; x % + usx ( t ) z

0

{ ii 3 微扰展开 ε , s + ta xict ) :
eityout )

,

九o + u .
3

x 。
0 ε : 0 的 )( ε

:

Ri+ w .
= Xa( t ) : ei

11 kx 0 - ut )
KX ,

Z

Xo < t ) - los ( ut + 40 )1
. 仙 o ⽐ , 开始可以逐阶求解

,

先令 D
。
( t 7 = 5 sinuit : Jieiw: t

( 虚部 )

xit ) = x 0 ( t ) + { x , ( t ) ← E =☆ t ) + … 精度决定具体⼉ I 聚 代⼊ 1 武有 xitwc 'xitseikk
-iutsinac

e

「 k ( B 。 +ε x , +ε^ XeT … } - iut

除⼝⺟函数 e
a - ☆ "

= 的
:

∞Jm ( x 1τ↑☆
∵ 分程变为 b + wox , t 1 :

eiwir

∴ eixsinl :
mi -
的
∞

Jm < xreim φ

={
i ( kpo - ai "

, eis { kx . +ε^ kxz + … )

、

⼩量展开 …

Jntkriteiau
'

s

= E
ilaxo - rt

' , 1 + i { k λ , + VE = KXr { ^
k

< x

,

( t ) + …

.

x , ( t ' = … " Amei
( m

ω i- w 再代⼊ = 求 Am从⽽得到 xt )

x , t ) : ↑加 ( t 1 + Exi ( E ) ←
E

' xi ( t

)

+ …

m … …

"

t muc - ω )
=

AntucAm )Eicmbwc- uit :

mi - n

∞

Jm < krs ) e

i ( mk - - a ) t

∴ Am =

Jm ( 《 n )

W <= - ( µ Hc - k )
☆

分⺟为 ω 时出现共振 。
即 m 上| | Wc = ω 共振项单独考虑

〈

⾮线性加热 UN = n , w , thzu



例⽟

Ut 5 - G
=

C H = Asinut

d
∞ : 0

= 0

⽐ t = 0
= 0

; Ht t = 0
= 0

u ( , t )
:

^ ( ) Tπ 解

先假设⻬次⽅程 ,

Htt - a

' cu = 0 分离变量传⼊ :
T

" st " ( i ' ) - a 3 Titsc ( )ow

: 符 ∴ … 《 以及 0 + k : 0 ( r 0 ∵
… ∵ 0}

/ ∴ ( 0 ☆ ) τ i☆+ 6 ” 0 , 910 由于 r ( p , e ) = kie )li 必 —⼼⼊上边程太得
。 [ “

。 ( 0 器 ) +

0

" d ☆r+ K =
R

( ↑>Ψ ( φ ) = 0 同乘 β= 再同除 R ( β>Ψ ( 4 )

- mz 0

可得 R (》 0( ∞ 帮 。) + 必嘴( +k ^β^= 0 可以得出 [ j p ≈ - m 2
即

P " R
"

( P ) + β R
'

( β ) + k ^β ' - m
↑

] R ( O 1 = 0

R ( 0 ) = C
, Jm ( k β ) ← C = /Nm ( c β ) |Ka = 加品
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4 虚宗量 Bessel ⽅程

I 0 ( x )

β
r

a
'

i " "

dp
=
t β

dRl,
+

[ qp =
-
r ^

)

] R ( β ) = 0
⼋

kB < x )

(S
、

( x ) Iv ( x )

若州 ( 0
,

令 x 三 1 - uP

⽅程变为 X
{

"
(

级 >+ R " x " - [ x
'

+ a ^ ] Rx ) =0 虚宗量 Besser⽅程 1

令 x s ix
3
x

⽅程变 ☆ X
“

k
"

( x ) +λ R " x ) + [ X
2
- 02 ] RTXS = 0

Tux 1 :
i

.

↑ lyI
" aiTiktrx
' L )veyixsia

: ' lii " ii - t"解应为 RB ) = [ , J 。( ix } + Cz { Nv ( ix )
k ! T ( k + z + ) (

Ʃ * ]
r + 2 k

= i 00
∴
。

k ! T ( R + 2 +) ( Ʃ☆ ;
OT 2 E : 诸相差 (

“
( 常数了

引⼊宗量 Bessel 函数

1
rt 3 k

I . ( x ) =

a = 0

↑

k ! T ( k +or )
Cπ 显然也是 1 的解

,

没有零点
,

在满⾜边界条件
,

不存在本征值问题

3 7 0 ↑ Iu ( n ) 30 压 ( ix } = i
^
Ir ( λ )

⼊ 。 时 I 。 1 x
>

L 前节已知 HV ” ( ↑ 3 =↑ % ( x ) + ilVu < x 3 是 Bessa ⽅程的解 ; Ha
"

cixs = Jocrxstivucix 是虚宗量 Bessel ⽅程的解
量 i~ Ir <☆ ] CoSL π - [

- F
[ - r <⑪ ]

⽬有 Ni =

Jrsaos πMJ 炒Bessel程 Nv ( ix ) =

J . coso π -Jrin ix )
: 利⽤ Jocix ) = irIr ( x ]

sinN π SiMW π Sin ↓ TL

的两部分解
。

i : ei
Ʃ

( H
0

" ( ix > ;
ei “

0 Iox ) ti
.
ai π

r (

ze π ie " "

joix ) - ti
π

I ☆"—-ie -ii
π Ivx ) - Io "

inwπ ( cosv π
: zeivye

- iv π

SiMF π

定义 kr ( x 3 ≡ π iei " r Hr " ix ) =
π I ( " - In☆

( 实函数 ) 虚宗量汉克尔函数 ≥ > 0 时 Ka* 1 ∞ ; X >∞ 时 kv ( x > 。
{ ⻔ N π

π

综合得解为 R ( x ) = AIr ( ☆ ] + B 《 v ( x } 如果讨论对称轴附近 , 则 k 0 发散 , 应该 0
Kw ( x ) :

21π
e

- x

; I σ " x ) =

2 分 ☆

主要影响不同研究区域对 I σ
(

x ! , k 0 ( x ) 的选择
,⾃之讨论⽆穷远 , 则了发藏 , 座向 0

nZ

害例了 」
汁 ,

U
0 = 0 。

: Q
上讨论β>β 0 区域情况 :

建⽴定解问题 H : 0a 柱对称
,
与 φ 元差⽐ ( P, 已 ) 代⼊有是 “

^ s + ik " "[ ) Iia ) + Ii☆ R ( P 1 = 0

U
a = 。

= 0 u : “ z + r

,

同除 I ( ) 织 ( β 3 有 : <

"
器

s
≈

…
µ即 Ʃ "

(

R ) +µ C ( z ) = 0 (
i )

u z = l
: U ,

β% ( β☆ ) + i + 装⼆ 。

⽐ β 。 “ 岂巨” = 0 同时及
"

( β ) +☆ R " β 1 - GR <β ) = ( ii ]

…
… …

…

…
, UP →的有限 对于 ω 有 i 00 l 0 品 ) ⼗装021 对于 1 i 」 有 I ( z ) = sin 呸已

、
却 : 器

⽇ 那么 W z =
0

= 0
.

W
E : c = 0 W ( β , a ) = ∴ Pnlo ) ↑ 顺 ☆ 展开代⼊ ☆

前 「 nn " 。 " + iku …感 no ( p ]in 吃 ≈ : 0W
0 : β

。

= 《
。

巡 ☆
,

⽐
0 → ,

有限
上 0

W ( B , ☆ ) = R 1 P >Ʃ ( z ) 也就是 β
“

R
"

( P ) + P 层" β - 篮”
… i

0

解为 ( 0 )
= I . ( 1+ r 。(只的

由于 β 的时 W 有限 》 ⼆ 0孕 <

: W ( P , z ) = cnko ( " 0 }sin 不
,

两个变量的问题只需要找⼀个本征函数
再利⽤边界条件 W

0 : β 。

=

的
(

nkol 吧 β } sin吃不 0:

u

些等式两边同乘sinm还之再积分利⽤ sin 还较性及数只留 min ⼀项

然后另⼀↑ ⽤级数展开去代边界条件

Cnkol
π"

。 % 3 /
%

sinm (jda = 1 cmouzsinm 颂 ☆ dZ

Ʃ

Ho - ⽐ ,

( n = - -
koco ,sl% z品 d ( cos 照 ) ,

=
…

= ( 1 )
m π

"

, 2 ( 40 - H

" m π ,
k 0
(

⾖ 00 」
同理可得 cn

,

综上 W ( β , Ʃ ) =

n :

↑
2 ( u 0 - Ψ 1 | 1 ( -

1 )

π , ko [
^

吃 ∞0 」
in 吃☆ 即可得 H ( β, z )



{ 11 - Bessel⽅程球5

Hot - a
2
ou = f ( i , t1 先根据对称性选择球坐标 告令 Wt - GZcr = 0

Ur = r 0
= 10 . w

,
tyg ⽐ = φ ( 0

, 4 , t ) +W < r , θ , Ψ
,

t ) 且 Wr : r 0 = 0 处理本征值问题

ψ
5 : 0

有限 代 λ 得 Wtt - a
>

ow : f ( r
,
θ

, Ψ
,

t 3

令

ω ( i ' , t ) = T ( t ) V ( i ) 代⼊

H t = 0

= φ si } Wr : r 。
∴ 0 OV + 1k =γ ( ↑ ] = 0

Ht t : 0 = ψ ( ) u t = 0
: ↑ r }

{
Vr = 。 ⼆

。 位意时刻都满⾜了(

U 5 t : 0
= [ , r ) V ( a

,
0

, 4 ) =

, m
{

1
,

m r ) Y
。

"

( θ , φ 3 ( m < ( )

⽅程变为 :

L r < r
'

) = R ( r ) Y 10 . 4 ) 形式

的 ☆ ( “ 背 ) +
resin☆ 症 ( sino 装了 tlsinz☆ 筋、

+ k ^γ≤ 0

y .
"

, o , 4 slcmr 7 τ Ryinio 4 ilimly…" … { Y , m ( , 4 ) ri ( d
∵ … { = 0

乘进去 R "
.

m 1 n 1 + i 「 R < ry + k

" - ra

" / R
1 ,
m

( r >= 0

同乘 r
2

: σ
"

R
"

w >+ z ^ R " ) f { h ^γ - ( / t " ] Rur )
= 0 1 阶求 Bessal

⽅程希望消去2 」 的是得到 K本征值⽬问题

令 x 三 kr 其中定义 : ji ( x )
=J +
i ( x )/

得到 x
^

R
"

( x ) + 2 xR' ( x ) + [ x = - 11 + 1 " ) 1 R ( x 3 = 0 nvx ) : xNi "),

会法m “身⼼变换

希望变换为 x
^

y
"

x " + xM ( n ) + 1 x ^ - r 1 / x : 0 即

Peea游符要求之
/

a

jox ] = XJi( n ) = ☆ x
(-

1

) ↑ , kiTi ( atit ) ☆ )
i + 2 *

( v =☆ )

Rc
, m ( r ) = ☆ Y ( x ) =

Sinx
利⽤P ( x +^ ) = xP ( x )

x

变换为 x
=

y
"

xs + x } ( x ) + x ^
-
( 1 + i } '[ | yx >= 0 V = ( + 公

即为 Bessel ⽅程
g ( x ) = [

, J , + i ' λ ) + C
= U

, + i ( λ )

R 1 . m
( r ) = [

, ji ( r ) + Ccc (分别为球塞尔函数和球诺伊曼函数

下⾯对球 BesseL 程求解
P 1 kt Ʃ ) =

1 < k + " ( ak - " …

T ( Ʃ )
↑< x 1 = 1

。

t

*
^

e
“

dt

,

}
k + 1

}
r

1 λ> :

∞

( - 1
)

↑ k ! 「 ( k ) t
) ( Ʃ

)t

2 P ( i ) = S
。

"

t
- ietdt tsx( J

K = 0

K ! {
"

= Ʃ . 4 …

[ ak - R ) [ ITC 3

: ② J
。

∞

e
^ x

如

dx

2

0 ( " )
k

, 由此得 k ! 「 ( k +☆ } ,
☆ k "

: Ik* ) !

「 ( i) '
=

41 . ↑ex '
d

× / 。
”

e

^dy

a

”

e

指通推战
,

虑初痘层

( ↑ 1 : ⑪ "
览i)( ☆ 成 ( ☆ p

" "

:
λ o ( h π " 1

!
X "

" T

Ʃ 「 疯
:

“
:
x

^ " 具体计算过程 τ

) 必

)
。

⼆☆ sinx

4llenxaxgsdxoylnael. eia ,

不有 R ( x 1 = ☆ J
1 + i ( x ) ≡ ji ( x ) ; ☆ N+点 ( x ] ≡ U 1 ( λ )

= 21
。

kd
4 )

。

e

^ d β^ =π

故得 jo :

si

它切
∴ : ↑ ( i ) = 1

πMo :⼼ ① sin☆
J , n ( x ) co >Ʃ 。 J

。 in ) : ⼀劲丁 。 i 内
) 为 0

(

品
) :
x
"

…—
对于 R ( r 」 其应与 i 成正此

, 不妨没 R ( r 」 :
Y ☆ 代 ☆ 球 Bessel ⽅程 : 从物理⻆度看球⾯波

⽚ “ 81 : Y ” 缆⼀
… (

R
"

( r ) :
功
”

∵ 品 + z

y ( V )

即可
“

( 1 + k =
y

/ r ) = 0 解得 Y / NJ : AsinkztBcoskr
⼩

3

R ( r 3 : (iji | kr ) + Cin , (kr )

且已有 j 0 lkr ) = knsinkr
,

Mo ( kr ) = - kjoskr 当 r 10 时 Mo ( ka ) 发散
、

故若讨论球内解
,

应有江 : 0 实际问题要考虑是否舍去某⼀部分

下⾯还需推导递推公式 ;

可得 Ew + ,
( λ )

-

28 Er ( x )

+ { Vv - 1 ( x 1

=

0 递推公式
x

由此得 ji ( x ) = xi ( sin λ - ☆Ʃ 05 x ) , M , ( λ ] =
- xi ( cosx + xsin λ 3

对于球 Bessel ⽅程若有边界条 { 件 iu
" r :

r

, =
0

,
k

" n " r : r
… :

0
有 C ,

j ( ar " + Cam ( kr , > " 由 (

)
得 ( , = - Mclkr

"

canisCa
"
t , λ( k ) : 得 :

可以得到 : UL ( kr " ji

( kr , ) =

Mi ' (ak )
C , kjicarast Ge kMi ' ( kr ) = o La ) -

hckr "

jnckr,ji ' ( ar ) + ni ' ( kre } = 0

ji ( k (z )

Ro ( knr 1 = -

he lkur "

j ( kn γ
, }
ji ( kan ) + Ak ( Cnr )

两边同乘再展开 ( 积分 )

u ( i
,

t > “ n

, c
.

m

「
n , n

, m
( t 3 { n ( kar ) %

"

( 0
,
Ψ )

代⼊最初⽅程 Th
, cim

"

( t 1 f a
' kat Tu ,

,
m
lt ) : fu

, s
,
m
lt 9 =

Nhiim} , " |

。

"sinodol . " fci , t ) Rn ( anr ) Yi " (
o

4 p - arsincfady



具体应⽤

uti - a 30 u
=

- ( t ) b ( r -ro ⻅教材例题



第⼗⼀章⼀ 函数林格法
Green Function

{ 12 . 1 泊松⽅程的格林函数法

u : ft ⼦ ) =
” 。 格林函数代表点源在⼀定边界或初始条件下所产⽣的场

,

= { ( / + ( i % / str
- o

→ 3
d

>r

=f ( r] ( / | s
'

( " 。

"

>δ
}

r %

”

户知公式 ; ⼭
,

0 ⽂在同⼀个空间内

{ 1 ( upi ) , ads = 111ptupisar
☆ Eds = 」1] BEurleou . ai = 111bconusd

吃酸联得11 norvontiirini 11 nunutaor -pviparou iw 由边界条件 , 体内分布

即假 1 ⽐品 r 3 d 3炎 ! ( u v - v a 3 d 3
v 第⼆格林函数 利⽤ Stokes 公式

列题 : H = f ( i )

aH +β Pr( 1 - =φ ( µ ) 统⼀表示三类边界条件

⾸先寻找格林函数 G ; G 1 r
, r ) = δ ( ↑

-

0

} ! - E : 「 T Ʃ 0
.

Δ

{
oa ( " " %} = δ ( r " - r 。

^

] 其中 G ( *
,
π 1称为格林函数⾜的可以⽤ G 经积分求得 则说明点申荷带负电 E = - B . ψ

[ α G + BBG ) Ʃ= 0

由已知定理 :

「sUPv . d 5 ' ={ P (UDv ) d
3

v ⾼斯定理 注意沿⽅问变为⾯积分

同理 (1
:
" - a 95 = I " s "

3

do“ rm ) 作善 : {
i

( u 淼 · r 品 ) - ds = {lupv - onu ) al
3o

在本题中可写为 : ( V 即为 G )
挑造性

11
=

( un … 了 , ds =
!

"
G

↓ 「 us (
r

。

^ } - Gtii ] do u ( ro ; - 1⽚ Gfc → , d 3 U

1 ) 第⼀类边界条件 ( β= 0
.

4
点
:

4

岁 .

G Ʃ
: 0 ]

U < r% ) = 「」 / G ( , vsf ( t )
d

3 P 411 点 ☆φ ( u ) ☆ ,
dsu

)

。

ro 与上换进⾏

U ( r ^ ) =1 / 1 G (
,

n ] f ( % ) d
3
r 。 ' THr 2 φ ( u ) sGi ☆ ds

。

"

)
2

: 131 G ( sf ( t ) d
3 ri ' +fb ≡ apini"on

do… " r ., a( riri ) =Gc ,n
)

( 2 ) 第三类边界条件在边界上同乘 G 和 u 作差得 ; β u 然怒 (? ⼀ - G 4以下上

⼭( r = e☆CG 发现 u 获烈 ) (Ʃ∴ - G

⼼p 可整体代⼊ 由三种表达越 , 只要臂了 G?

⽔的tβ 。
G 由或得( ⽐了再将 。 换为 即可积分求出⼭的表达武

ω ( r
)

÷ 1 {G ( r , r :) fitr: ) d
3
r.
-

β 1 fG ( i , " d
,

φ , . M 0 ) ds
。

[ ⾏ ) 第⼆类边界条件 α= 0 源 汇

原问题变为
{

a ( i , 。
>= s ( ri

。
”

☆ 之
0 ⼀

∵
不加这⼀项⽆解

,

H ( is = 1 G ( tr0 filo ) dsr+ vi1 !,
H

( r .
)

d

' r
0

H1 = G
(
t ' r %' ) ψ ( M

0 ) dSo
,

下⾯证明中⼦和公可直换 ( 即偶函数了记维结论即可

原有公式 : 1 的v 1 ds烈 1"
!

( u v - . 0 a 3 d 3
p

u = a ( r ,r ,
)

. v : s ( ,
r)令

< H : δ ( i - r ,
)

.

or = s ( i - ri }则 …
…

…

边界条件为

+β≈( ⼋三 。

“ β烈 ” 0

[ 内部开电荷

Ʃ

{
3 +Ʃ ,

t 三 c

( H ☆ - 烈 ) ds = 1 |1
+ . 0 k. (

u <ω - Oce ) d "
r → = 0 增加两个边界减少两块体积

0 + 11
i
, G ( *

π , " ☆ - G ( i ,
) "☆ ( ) d +

"
: a ” " - G(i 淡 C” …

⼀地慨。 ( 右边 )

⼀

。

" “

。

即 - G ( ni
,

ii ) + G ( ri ,r ) = 0由此证明予⼭的对称性利⽤近仙:



总结
☆ : f ii

^

}

au +β( 1 - = ecu )炎
了 0 G ( i ' ,ri ) = δ ( ↑ - r

。

}

( 2 G +β 1 ⾄ = 0炎

计算公式 :

u < k ) = 11 { G ( ,
r% ] f ( ri 3 dV 。

-

{ G ( , 。, “
品。

」
uc, aa ( i 品。 ! ds 。

1

三维⽆边界的条件下 : { ( π ,
rig =

-

4 π i - r%

: 维⽆边界的条件作 : G ( t ,
re 3 = -

i π ln
1

j” r

。

。

( 对应⾄三维为钱电荷 )



多 12
.

2 ⽤电像法求 Green 函数

{ G ( r . 1 ] : 系 ( z -r 3

G 球⾯ =
0 r

”

。

利⽤本征函数的思路
,

G ( i ,
r
。

)

= :
0RirnRlcoso )之代⼊得 :

g ( r -1 。 ) = ssrro 3 潍积分 ( lsciriir "ol )sinodea 4 : Essrros☆ bosoiLloso- 1 ) rardlosod φ

= 2 π ( r
。

☆
。

故 { =

2 π r 。
≤ 即 δ ( - r

。

^ )

= 2

π roi
δ ( 1 - r 0 ) δ ( Coso - 1 } = 1 ≡

, 两边都 P开⽤!

“

“ ☆- “ 篮 …Ps) %-δrr…"
s

= z

π vi δ
( rro

) δ ( coso)到原始⽅程为 0 …,
= ∴

。

B

( ( r > P ( cost )
α

转化

: ☆*
. π r 。
" b ( rro ) ligcoso - 1 ) Pioso ) doso,其中

对⽐系数有 : 的昏 ( rs
d

明品了 -

“

背⽚ 。 ( ↑>
= L =

π ri } crro的桥梁恐
通解为 R ( r } = As 5 + ,

「 特解

/
.

→ %
。 (

=d 品 ) - < ( + " R) ⼆谈衫…g “ 笑⼋ … ,

存在问题思路参参( )
∴ Rc ( )特解为⼀ π 的

由于球内有限解
,

故 C =
0 ∴ Ra (

) : A ( γ
- 4

π l
州化 ☆边界条件。

↑

: a 时 G = 0 ,
即 R 〈 1 : a故 Ai =

4

π "

*

aci ( )

法⼆:G ( * .% ) =
4πεi | r + ro ' - +

zirecosd 「
0

↑

Ac γ
(

Pc ( soso )

3 点电荷的部分⽤ L & gendre ⺟函数相关

要求 G r : a
= 0 可得 Au

球闪电势分布 ; % 和在欧产⽣的电势抵消

G { r , r % } = δ ( z -
r

。

}
'

r,
G 球⾯ =

0
⼀台 。

实际 Green 函数需要叠旭
、

G ( t ,% 3 =
-

4π r - ooy +

4 [ r.

1

p - ai ' " i : %
)" 1 G > r03 i

”

。

a

如果考虑⼆维近很 ( 线电荷了

G ( it ,ro )
=

- i π n l ' - ro
tz π la lt - h+ 2 π 1 bg

。

:

z π lu
i - r
" ←

2 π ( a
( ☆ ) ,

→

r - γ ,

≡



多 12 . 3 含时间的 Green函数

考虑以下问题 ;

Htt - G
=

4 = f ( a , t ) 根据 Greea 函数性质 :

( α H +β 烈 } - =θ ( M ,
t 了 fli , t ) = 1{ S

.

t ε f

( rt, t
. ) S < n " - r 。

)

δ ( t - t 0
) dVoodt

。

t < to 时 G { r , t ; r%
,
t 。 ) = 0 注意时间

H t =
0 : ( ) 引⼊格林函数 G

,

Ut t = .
= ψ ( r } ⽅程为 {

tt
( ,

t
; r %,

t
0
] - a

^
0

G { i , tirt, t
0 ) = δ ( r - r%

'

} δ ( t - [ 0 )
此时的 ( , ti r ,t

0 ) = Gtrt ,. - to ; r

,

- t )

满⾜⻬次边界条件 : α G
(
↑ , t ;

∵ , . st
βJaciti ) ! 0

必须在调换位置同时加上管景才能符合时间⽅问性
,

波动问题
初始条件也⻬次 : Gt : 0 = 0 且 Gtt = 0

= 0

Jm

经过推导计算公式为 :

U ( N " , t 3
=11 1

%

^≡ G

( T , t ; r 8, to ) f ( ro , to ) d " Vodto
-

{ 1。 ' "
(

GHt , to - U Gto
,

to ) dVo dto fari{ 1
.

+ε

( G oC - O oa ) dVodt。
「

= 11 1
:

" G ( tit; n , to ) firi , to
)

dvodto 1 ! G 40dvo
+

a ↓

。

* a ( itii ,
0 )a… 荻 ?」

uac

"" … : dsd ∴。

输运问题

Ht - a
=

H = f ( i ,
t 3 寻找格林函数后 .

滞⾜ :

α u +β☆( ] -

= 0 ( µ ,
t )

G = ( i , tir. , to 1 -
q

) G ( i
, t ;r , t 。 . } = δ ( r .r

。

} δ ( ε~ [ . )

U t : 0
= 4 ( i) 24 +β 。13 点 0

初始条件的 t = 。

= 0

计算公式 :

u ( * , i ) = 1
{

1 %

" a ( ↑ , t ; i
, to ) fcre , t 0 )

d

'vo dto - 1 Idvo +a ↓ 。 * a (
i

, t '

i , 0)Ja 0 " " 。

- ulto

)ac " " !dsod)Tavl 0 。

相⽐泊松⽅程不需要减去常数 , 即可让问题有解
,

Gt -
a

2 G = f ( ↑ - > { ( t - to )

{
t : 0

=04aG +β☆( ) Ʃ= 0
, { 12 . 4 :冲量定理法

接下来求解格林函数后
,

对时间求积分 : ft
:
totot Gt -

a" G ) dt =ft
. o +

g ( ↑ .δ ) δ ( t - to ) dt

由此可得 : Gt
.

t0 + = δ ( i ' .r % ) 即 G ( n ' , t 0 + ii , 50 ) = δ< . r
。

)

t ≥ to 时
,

应有 Gt - G
^

G = 0 且 2《 +β☆ ) = 0
,

G t = to += { ( r 1. }

令 τ= t - i 。 显然不影响程具 。 即 Gε
“ G ( ↑

i
, iir , )( , tir

.

,
t0 ] 对时间进⾏变量替换 ( :中量定理法了

边界与初始条件为 : α G +β☆( )
Ʃ
: 0

;
G ( i ,
t ; ri

,
ti ) t = 0

T
= g ( r -%

"

)

Gt t : tet
= δ<↑ . r03

G t = tot = 0

例素
,

⼀维⽆限空间的有源输运问题

UE " a
3 Hxx = f ( x

, t ) 个… ⼆⼗ ∞ 再利⽤初始条件了

H 5…
∴ 0 Ji

的

"

( k ) etaxdk = { ( x - xe }

1 转成 Greem 函数 Gt - G
^

Gxx = { ( B - 0 ) S ( t - to ) 对 e

- ik 九积分 ;

G t : 0
= 0 19 1 a 7 e ikxe -

ii '
x : Jis

"

ghx - o ) eii
'
xdx

2 变量替换 : Gt ( x ,
t ; xo

, to ) - G
☆

Gxx ( h
,
t ; λ 0

,
to ) = 0

= Ekxoi

G ( x
,
t ; xo

,

t . ) t : tot
÷ δ ( x - λ 0 )

3 分离变量 : G = T ( π ) X < " 代⼊得 「 ( π>☆ x ,
a 2 TiE 3 x

"
四

:
「☆

[ ( π
)

=
λ

"
器

)
= ⼀⻚

可得 X cx 1 :
ei

xteixThi
1 =

ce
-azr

州 7 {1 : f
.

n
"

Cckye
- k

=

a
'

t

. eikxdk



第⼗三章积分变换法求解偏微分⽅程

简单⽅程

1
积分变换了 常微分⽅程 ,求解新⽅程的解

代数⽅程

S原⽅程的解 逆变换

多 13
. 1 傅⾥叶变换主要适⽤ - ∞ 到 +∞ 的世界空间( )

f ( x ) ≡ 1 kπ| -的
∞

F ( R ) eiRxdk 引⼊定义逆变换

则有 F ( R ) = π l
的

∞ f < xgei ☆ dx 变摆 , 三维空间 : Fik
}

= (
c π ) >

"||]5 li ) e - ikd 3

r

→

性质回顾 Fourier Tranformatiom

( 1 )导数定理⼀

F [ +<λ s ] 三 F ( k )
!

F [ ↑
(

x ) ] ) = iEF ( 级 ) 导数的下个相当于像函数乘上追

( 2 ) 积分定理

Fl
.

t 1 d ]99LiFck) 的下 T相当于像函数分积除的

( ) 相似定理

E [ f 1 ax > } = aF [ a ]

( 4 ) 延迟完理

F [ f ( x - x 01 ] =
e
- ikXoF <R ] 原函数加减

( 51 位移定理

F [ eikexf ( x ) ] = F ( k - R 0 ) 像函数加减

( 63卷积定理⼀

定义卷积 f , ( x / 5 |~ ( λ 1 = |
.的
∞

t , ( { 1 fa ( x - 号 ) d ⑨

原函数卷程 , 像函数乘积则有 Rif , [ ☆ ] * + a ( x 1 ] = F . , ( R 1 Fz ( k 3

倒题

ltt - G
'

Hxx = 0

U t =
0 =φ ( x }

,

Ut t = 0 =ψ ( x
)

∞ < x < t ∞

解 : H ( x , t ) = 1
.

1iktleikxdy 傅⾥变换 ?

代⼊编微⽅程 ; l的
∞

Uto [ k ,
ε ) eik ☆

dk + 个的⼼的 ~

k
☆ U ( R

,

t ) eikidk = 0

即有 Utt ( k
,
t ) + ⽒谁

☆

V | k
,

ε 1 = 0

通解为 Vln .t = Alk ) eikat ⼗ B ( RJe
-
ikat

⼜有初始条件变为 : V ( R
'
t 1

t : 0
= φ ( k 1 =

12π f-in
∞

φ ix ) e
-

ikadx

U = ( k , t ) t : 0 = ψ ( k 1 = ii π
l

-
i

的 ix )eikxax

因此有⽉ ( R ) + B ( k >=Ψ 1级 A ( k ) = I φ< R ) +
ai4 ⾎)

A ( k ) - B ( k >=
ψ(k

,

) B ( R 7 = i ψ ( k - zaik ψ ( k )

∴ ; V ( R , I ] 已知

最后 u ( x , t ) ≥ 傅⾥叶逆变援 =

1 z π fi∞
{

[ Ʃψ ikl + ziakΨ ( B ) | fiabt + [ i ψ ( k ) - sian ψ ( k > Je
' iant } eikPdk

= 分拆为 4 项 O

Z 2 41 x + at ) +
2 a |

x + at

ψ ( 号 ) dg + i φ ( x - at )
2 a (的

at

九 ( 紫 ) d 号

= i 「 4 ( x + at ) + 4 ( ☆ - { t ) Y + ialx
-at
*at

Ψ ( 号 ) 素 , 即为达朗⻉尔公式

潍

√



三维问题

若变为三潍⽆界空间 . iz π ,
( z πisn f

.

∞ ,! X >☆ 其余过程类似

uliritl : ib π
s { i

削

"☆ 4 iijeidsj " ( eimatte - ikat ) f l ☆ " ψi
"

e - ik
' r " iak leiakt - e - iakts } Cik , n '

d
3 k

:
i πa (114 lri ) [ i☆ aa ( eoast - e - iakt )

eikct
.
- ☆ d

3 kw ☆ r ]4 π a 1 J 4 liT )[
i

☆ leiakt - eiants eikit -dskdsryπin

利⽤相关性质 :

F [ ig ( o - c 1 ] =

iz πisn 1/ i flt - c 1
e ikz d 3 →

= 1 i
π

1 ( eike
-

erisjk

推迟携倒题 ( ⾮⻬次 )

→

ts
w
*
- r

,

at



S经变换要⽤⽟空间 C0拉普拉斯求解编微⽅程以的出

定义回顾 a Imp
σ+ i ∞

Lifit ) ÷ l
.

'

fcile
' "

" ut ≡

fipthtI " Ifup " :ziioinToo flpicPidp
正变换 ( 时间空间 , 频率空间了 , 要⾜够⼤使得

逆变换 , 此时对 P 沿虚轴积分 , 所有奇点都落在
σ

3 Rep

可积性要求明显降低 ⼋ 路径的左侧

{ [ 1 ) =
1

.

"
e - Ptet

≡

p

σ - i ∞

↓ it
^

] = pn
!

性质 :

( 1 )导数定理

{ [ f
"

( t 1 ] = pf ( B ] - f ( o )

记忆⽅法 : P 的幂 : 欢与 Ψ
「 )

阶数和为 n -

1

且⽀ [ φ ( t ] 视为 - 1 次 。 从 P "
f

[ φ ( t ) ] 开始
↓ [ fin ( t ) = P

"

T ( P ) - pn
"

f ( o )
- Bn

-

rf ' lo … … - fea
"

cog

[ R ) 积分管理

Lil % + ( τ ] d τ ] = p fips

( 3 ) 相似定理

{ [ f { at ] ] = af 1 d 了

( 4 ) 位移定理 像函⽣ P 变为 pt

⼋原函数多⼀个e
- 9 t

了常⽤于整体代换

I [ e
- ^ tf ( t 1 ] = f ( p +λ )

( 57 延迟定理
像函数多⼀个 e

- IP

I [ ( t - τ ] = e5
τ Pfips 必须 t > [

原函数七变为 t - [

注意 ; f ( t 1 , f ( t ) H ( t )

代 λ t - [ 则变为 f ( t -π H ( t - [ 」 只在 t , τ 才有值
.

逆变挽有影响

( 6 ) 卷积定理

定义卷积 : f ,
( t ) * fz ( t ) ≡ fif , ( T 1 fat - rid[

⽣

[ f 、 ( t ] * + z ( t ) ] = fi( β , - fi ( B }

( 7 ) 初值定理

若 Lif ( t ) = f ( ps 且Li 品 pf ( p ) 存在 . 则 f 10 ) = Pt ( ps

( 83 终值定理

Lit " r , ) = %" ↑ " t )
e +
dt = pji - ty

虑悠l %^ fiaseid

6数定理
。

⼆
… . Ptia + i

=f ( ∞ 1 - fco ]

可以不经过逆变换⽽直接得出答案
=β f ( p 」 - fco )

∴ : f ( ∞ ) =li
。

Pf 、 P )

例 I
,

f < p ) =

p { B ( p ← ) ( P + 21 +106906

fit) : { τ

f

( p > ) ] = 1 - 0
.

351 e

0
.

634 t

L☆
“ 835

0
. 324 cos ( o 746 t ] - 0 . 215 Si β / 0 . 346 t )

1 . 06f ( ∞ ) = l
符

。 P + ( p > =
lim p ( p + ] ( P + a 3 + 1 . 06

= 1 显然与上式相符

⽀ [ sinutT =

ptur

⽐

.

⽀ [ cosut } =

p + m
2

↑
补充结论 : 可以⽤欧拉公式变换后 , 利⽤上⾯公式

去 [ smut 7 =

p - uz

…

I [ chut ) = pz -

asP



例⻢ 对于 Fourier变探空间作

波动问题

utt - a
=

H = f ( r ,
t ) 对于 laplace变换时间作

i Ht = 0
: 0 Xss ∞ p

= i { k , p } + a
=

k >δ ( k , p ) = F ( k , P ] 实际导数定理还要减项只是其他项为 。

Mt t : 0
= 0 t 3 。 [ ia

,

p ) = F
( π , P >

p =+ azks
=

ak F ( k , p 」 利⽤卷积
ak ( 13^+ G

^

k
^

}

F ( k
,
B )

Uia - a
^

k =ω ( k, t )≥ i ) F [ ⽩ , t )

=

peiak( ) ( p - iak )
或 再分拆

=
iz π ]

3n |S / ft ↑ ' . t
)

,
[ i ↑ . rd " - U ( k '

, t )
= zaikf

.

F ( kt ) [ e iakct
- " -

e -
ak ( t - τ

/dTi
U ( k , t ) t : 0

= 0 再进⾏ Fourier 逆变换

U - ( k , t ) ε= 0

= 0 u ( i ,
t) =

cz π )
} ( 1J dir+ l % f ( t

*
', i
)

S 您 ∞ 4niak π
[ Etakct

-

y

- e - iak ( t -
[ ) ] d [

- eiE ' . "

d
3 E

=最终结果 4 π 的
( 1) t (

"
, t

-
ai

} j π .
r dr

例了 . 限宾源扩散 , 总粒数⼉。 H 指密度 对⽅程作 Fodrier 变换 。

Ut - BUxx = 0 ulx
,
t 1 =

iz 尤 J的
∞

U ( k ,
t ] eikxdk

(dt = 0 (
N。 5 < ( x )

= 3 x(的 2 ∞
t ( k , t )GT 1k

=

BU ( k ,
t ) = 0

并且有 U ( K , t ) t : 0
=

i πl .的
∞

2 /NoS < x ) eikxdx = 品
补充法 2 : H ( x

, t ) =α ( t )

e - B 1 t )
<

U ( l
,
t ) = C ( k } {

「 krBt 则有 C ( k 1 = π : ω ( k
,
t ) 已知

应具有对称性 , 指数衰减性 : U 1 x , t 7
=K πf

-

∞h q
- keptelaxdk

: 光← 器 i ~
e ( zp ( d - 背

Pd (prlk …炎 )
/ ) 加 ”

,

:a
品

e



第⼗四章保⻆变换 ( 共形受换了

comformed Transformation

求解⾮⻬次偏微⽅程
⼋n g ( a ) 解析

Δ H = f ( r
"

) 本征函数法 豪换
ay

正

α n + Bl( ) - =φ ( u ) 格林函数法 <
特殊豪挨法 91 Z3

进⽽ ( x , y )

= 维情况下 : G ( & , φ ) 经过 ↑ 解断变换 S ( Z )
3

岁变为 (川 )
3

x

⽅程由 Uxx + dny = f 1 x , y >变为 H 号
+ dng = f ( 号

,
y )

并且边界案件能够简单位

只能够适⽤于⼆维情形问题

对于解析函数 5 ( Z )

φ ' . R ) = (
in。 a →

。 与
(

☆ t 《 列 - 号 ( ⼼ )

≥ x 贺号 :⼀登贺“

院部对应相等 : 装 :炎了符: ☆ 「 C ⼀是条件 )

再分别对⻜求偏导可得 :
代⼊原⽅程得 ;

⼦素⼩装r + ay
=∴ 0

:
u *☆ =

H [ 造 · x , 9 ] . ] < x 叫
) , 装⼗登浆 。

岁

y( 9 H 号⼗
( 花 x 。 ) 计 n + 个 Mx “

+

⽄代) ⽐⽵
⼦惨

⼆计声靠⼗什 y , ⼊ 整理得奶箭州1H ☆+ ( Mxx +↑ 4 y / dg = f ( 掌到了

1 获骤 : 。

酸淼 : 孔惨 x⼚⽐步x + H 那⻔ x )
( 张紫靠 + 所

y } x ”

列以 x

裂裂浆架 。
也就是 9 ( 2 ) { U 号 + ung } = fgn/ 泊松⽅程

⼆⽐步第 + 代惨九蒙⼗ U 9 ⼊ x ⽐别 ☆
9 号 ← HnM =

s ' (
zf ( 号

。 } >2
形式不变

同理得 lyy ( y 3

ny ay
Z 平⾯两条曲线相意映射⾄ 9 平⾯内

O 辽
, 69 尽管两条曲线发⽣变化 ,

但夹确保持不变

故称为保⻆变换
>
x

3 货

能是⼀个解析函数

CE : 0 z Ciargz
2

( 轴⻆ ) C 第 : 6 岁 e

iargC ☆

φ ' 2 ) : 0 的点⽆义
, 也不⼀定保⻆

li
☆ 。

☆=φ ( i ) = 装 e
↑ ( arga ☆

-

arg ∞ E )

黎曼定理 : 任意⼀个单连通巴域必可通过某个保变换变为另⼀个任意给定的单连通区域



近 14
.

2 常⽤的保⻆变换

( 1 线性变换

S ( Z ) = Gz + B ( G ,
B 为复常数 )

=G ( z + 品 } = aeianga ( a + a ) 平移旋转放缩。 ( 不改变形状了

5
'

( Z ) = a = a eiarga

( = ) 幂函数和根式变换
步 s 记 ) : 2

” Z = Ʃ Ciaogi 对于根式变换 ; φ☆=
"

] E = 2
的

Z = 0 时 φ ( z )=
0

, 雌⻆改变

☆ ( Z: Z 以
,

∴φ ( & ) = | a |
"

e

-aagain 1 同理可得
,

告 ” 张 。 处夹⻆不能改变

例 1 : 不妨取 S ( z 1 : Z

分析
x ,叫系下的两条线如何变化

( Z ) = ( xtiy 3G

&y ay

,

1600
x

Λ ”
岁

步 ( Z ) : X
3

+ 3 x
<

iy + 3 x ( iy ) ≡+ ciys
}

,

H = lo + C < 3 xiy - g
3
)

例 2
.

速度势 U ( x , y ) ay ay ,

速度的 : H ≡
Z

,

由于 : 0 ∴ U = 0 为速度势的条件
,3

x ⼀⽄ )
紫

H = Hsx + U 4 y
= 0

EZ
河⽔过坝问题如右图所示

经过 2 , 83 的⼀个变换 。 ⼥朝为害轴 。 轴为虚轴 aY 。
< 、 3

3
再经过 2 ( 2 . 3 = 元 , +

h 的变换
号

t

”
?

…
… …… …… … … ”

总
”
,

再经过 i 3 ( 2 ) =| Ez : B) 的变换 ,
如右图所亦

综合来看步 { ☆ 1 =| ( x + iy 3
'

+ b
=

= 号 ti ⻔

展开后对应相等第 : ] ,

: (
我 td ^☆ ( xzgthr }

+
4 xzy

。

U = V 0 + E ⾏并且 E 三紫⽐⼗ ge ,

( ) 指数函数和附数函数变换

S ( E ) : eE = extiy = e

4
, eiy g ( 2 | =| M 2

幅⻆半经
是 = 已 Ciargz

等及线变为原点为圆⼼的圆 。

随⼊变化⼤⼩ ; { ( i ) = m | i 1 + iargz

( x = 0 为单位圆 ) 即对数变为害部
、

辐变为虚部模的

等 Y 线变为原点发出的射线

…

>

>

,

L

√



( 四 )反演变换

φ ( i ) = 餐⼆吃 e
- iaryi

即为关于 x 轴的反演

( 五 ) 分式线性变挽 (综合了⼀四变换了⼥
Z ⼀岳

φ ( τ ) =

G☆☆
- d

≥ q 正岁
( ad - bcto1 否则平⾯所有点变为告 : “ ⼀个点没有意义

分式线性变换具有保圆性 ( x - x 01 + ( 4 - g %
]

= B
=

1 ( 号 - 号 ☆| + ( y

- | 。
5 =

k

并且对于圆的对称点保持为对称点

直线作为圆的特例 3(

( 六 ) 儒阔卡斯基函数
5

φ≈ ) = 之 ( + ) 椭圆圆

( t )及瓦兹· 克利斯岛菲变换

多军形 , 直线


